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Cap. 3 – SPAZI VETTORIALI, SPAZI EUCLIDEI 
&3.1 – Strutture algebriche: gruppi, anelli, corpi, campi
Cominciamo col porre la seguente definizione.
Def.3.1.1 – Se A è un insieme non vuoto, dicesi legge di composizione interna o operazione interna su A ogni applicazione  
ω: A x A [image: ] A
tale che 
[image: ].
L’unico elemento di A, corrispondente di (a,b) in ω, si indica con ω(a,b) o anche con aωb. 


Poiché le usuali operazioni di addizione e di moltiplicazione definite in N, Z, Q, R sono tutte esempi di operazioni interne, con abuso di notazione si potrà continuare a indicare con + o con  la generica operazione interna definita su un insieme qualsiasi: il significato, ovvero la definizione di + e , dipenderà evidentemente dal particolare caso considerato.
Ciò premesso, poniamo le seguenti ulteriori definizioni.
Def.3.1.2 - Dicesi struttura algebrica ogni insieme non vuoto A dotato di una operazione interna ω. 
La struttura algebrica si denota con (A,ω), dove A è un insieme non vuoto e ω è l’ operazione interna definita su A. 
Def.3.1.3 – Se (A,ω) è una struttura algebrica e se [image: ], si dice che e è un elemento neutro di A rispetto a ω se 
[image: ]
Non tutte le strutture algebriche sono dotate di elemento neutro rispetto all’operazione interna. Sussiste però la seguente proposizione.
Prop.3.1.1 – Se (A,ω) ha un elemento neutro, esso è unico.
Dim. Siano e’ ed e’’ due elementi neutri di (A, ω). Allora, per definizione di elemento neutro si ha:
(1) e’ elemento neutro di (A, ω) [image: ]
(2) e’’ elemento neutro di (A, ω) [image: ]
Quindi:
e’’ = (per la (1)) = [image: ]= (per la (2)) e’.
Dunque, quando esiste, l’elemento neutro è unico.  
Def.3.1.4 – Sia (A,ω) è una struttura algebrica dotata di elemento neutro e e sia a[image: ]A. 
Si dice che a è simmetrizzabile per ω se
[image: ] aωa’ =  a’ωa = e.
Un tale a’ dicesi simmetrico di a rispetto a ω.
 È bene osservare che non tutti gli elementi di una struttura algebrica sono dotati di elemento simmetrico e, inoltre, non è detto che quando esso esiste esso sia unico.
Esistono, tuttavia, strutture algebriche che non solo sono dotate di elemento neutro ma anche tali che ogni loro elemento sia dotato di elemento simmetrico.
Sussiste, perciò, la seguente definizione.
Def.3.1.5 – Se (A,ω) è una struttura algebrica, si dice che (A,ω) è un gruppo se esso verifica le seguenti proprietà:
1) [image: ]	(ω è associativa)
2) [image: ]	(esistenza dell’elemento neutro per ω)
3) [image: ]	(esistenza dell’elemento simmetrico per ω)
Per i gruppi vale la seguente fondamentale proprietà.
Prop. 3.1.2 – Se (A, ω) è un gruppo, ogni elemento di A ha un unico simmetrico.
Dim. Per la proprietà (3) di gruppo, ogni elemento di A è dotato di simmetrico: dimostriamo che esso è unico. 
Se a’ e a’’ sono due simmetrici di a, per definizione di simmetrico, si ha:
[image: ] [image: ][image: ].
Per convenzione: 
a) se l’operazione interna è indicata con +, l’elemento neutro si suole indicare con 0 mentre l’elemento simmetrico di a si suole indicare con – a e dicesi opposto di a.
b) se l’operazione interna è indicata con ., l’elemento neutro si suole indicare con 1 mentre l’elemento simmetrico di a si indica con a-1 e dicesi inverso o reciproco di a.
Di più:
Def.3.1.6 – Se (A,ω) è un gruppo, si dice che (A,ω) è un gruppo abeliano o gruppo commutativo, se l’operazione interna ω è commutativa, cioè tale che
[image: ] aωb = bωa.
Esempi di gruppo abeliano sono:
1. (Z, +), dove + è l’usuale addizione fra interi relativi;
2. (Q, +), dove + è l’usuale addizione fra i numeri razionali relativi;
3. (R, +), dove + è l’usuale addizione fra i numeri reali;
4. (Rn, +), dove + è l’usuale addizione fra n-ple;
5. (Mm,n, +), dove Mm,n è l’insieme delle matrici di ordine mxn e + l’usuale addizione fra matrici;
6. (Mn, +), dove Mn è l’insieme delle matrici quadrate di ordine n e + è l’usuale addizione fra matrici quadrate.
Si osservi esplicitamente che:
· (N,+) ed (N,.) non sono un gruppo: i numeri naturali non hanno il simmetrico in N sia per la + sia per la .;
· (Z,.) non è un gruppo;
· (Q,.) non è un gruppo;
· (Mmxn,.) ed (Mn,.) non sono gruppi: non tutte le matrici sono dotate di matrice simmetrica per la moltiplicazione, lo sono solo le matrici non singolari.  
Def.3.1.7 – Se (A,ω) è un gruppo e se A’ è un sottoinsieme proprio di A, si dice che A’ è un sottogruppo di A se A’ munito della legge di composizione interna di A è un gruppo, ovvero se 
(1) [image: ]
e inoltre
(2) [image: ]
(3) [image: ]
(4) [image: ].
Esempi: (Z, +) e (Q, +) sono sottogruppi di (R, +).
Poiché su un insieme è possibile definire più operazioni interne, per tali strutture algebriche si pongono le seguenti ulteriori definizioni.



Def.3.1.8 – Se (A,+,) è una struttura algebrica in cui sono definite due operazioni interne, indicate con + e con, si dice che (A,+,) è un anello se:
1) (A,+) è un gruppo abeliano :
1.1 [image: ]                (prop. associativa di +)
1.2 [image: ]                  (esistenza elemento neutro per +)
1.3 [image: ]        (esistenza simmetrico per +)
1.4 [image: ]			       (prop. commutativa di +)
e, inoltre, 
2) 


       2.1                       (proprietà associativa di)

       2.2 

                                                                         (proprietà distributiva a sinistra di )

      2.3       

                                                                        (proprietà distributiva a destra di )


    2.4 [image: ]a1 = 1a = a  

                                                                              (esistenza dell’elemento neutro per )
Di più:

Def.3.1.9 – Si dice che (A, +,) è un corpo se:
1. 
(A,+, ) è un anello
2. ogni elemento di A, diverso dall’elemento neutro 0 per +, è simmetrizzabile per la 

           , cioè se
[image: ].
Infine, si pone la seguente definizione.

Def.3.1.10 – Si dice che (A, +,) è un campo se:
1. 
(A, +, ) è un corpo
2. 

			                       ( è commutativa)
Sussiste la seguente proprietà.

Prop.3.1.3 – Se (A, +, ) è un campo, si dimostra che:
a) 

b) 

     (legge di annullamento di )
Dim. (a)  

.
Analogamente: 

.
Dim. (b) 

(b1) Dimostriamo la condizione necessaria: se .

Sia . I casi che si possono presentare sono due: 
1. Se a = 0  la tesi è verificata.
2. 
Se a [image: ]0 =

               . 

(b2) Dimostriamo la condizione sufficiente: se 

Se a = 0.
Analogamente si ragiona se è b = 0.
Esempi e contro esempi notevoli di campo sono:
1) (Q, +,  .) è un campo.
2) (R, +, .) è un campo.
3) (Mn, +, .) delle sole matrici non singolari è un corpo, ma non un campo.
4) (Z, +, .) non è un campo perché non è un corpo: gli elementi di Z non hanno elementi simmetrici per la moltiplicazione appartenenti a Z.
[bookmark: _Toc442856982]&3.2 – Spazi vettoriali
Poniamo le seguenti definizioni.
Def.3.2.1 – Se K e V sono due insiemi non vuoti, si dice operazione esterna su V avente K come dominio degli operatori ogni applicazione

ω: [image: ]
ovvero tale che ad ogni coppia ordinata (k,v) di K[image: ]V associa un unico elemento dell’insieme V.
L’immagine di (k,v) in ω, ω(k,v), si indica con kωv o anche con k∙v. 
Def.3.2.2 – Se K è un campo e se V è un insieme non vuoto dotato di una operazione interna + e di una operazione esterna ∙, avente K come dominio degli operatori, si dice che V è uno spazio vettoriale su K se e solo se sono verificate le seguenti proprietà:
(V, +) è un gruppo abeliano, ovvero la legge di composizione interna + verifica le seguenti proprietà:
SV1) [image: ]
SV2) [image: ]
SV3) [image: ]
SV4) [image: ]
e, inoltre, la legge di composizione esterna ∙ verifica le seguenti ulteriori proprietà:
SV5) [image: ]
SV6) [image: ]
SV7) [image: ]
SV8) [image: ], dove 1K è l’elemento neutro di K per la moltiplicazione.
Lo spazio vettoriale V, avente K come insieme degli operatori, si indica con V(K) e si legge “V spazio vettoriale su K”: gli elementi di V si dicono vettori mentre gli elementi di K si dicono scalari. 
Per gli spazi vettoriali, sussistono le seguenti proprietà.
Prop.3.2.1 – Se V(K) è uno spazio vettoriale su K, si dimostra che:
1) [image: ]
2) [image: ]
3) [image: ]  (legge di annullamento del prodotto esterno)
4) [image: ]
Dim.(1) 
[image: ]
Dim.(2) 
[image: ]
Dim.(3) 
Dimostriamo la C.N.: [image: ]
I casi che si possono presentare sono due:
a) se h = 0, l’asserto è vero;
oppure: 
b) se [image: ], si ha:
[image: ]
Dimostriamo la C. S.: [image: ] 
È un’ovvia conseguenza della (1) e della (2).
Dim. (4) 
[image: ]

Esempi notevoli di Spazio Vettoriale
[1] Sia V l’insieme dei vettori geometrici del piano/spazio: in tale insieme sono definite due operazioni una interna e una esterna che ha l’insieme R come dominio degli operatori.
L’operazione interna, indicata con +, è così definita
[image: ]
dove + è l’usuale operazione di somma di vettori, mentre l’operazione esterna, indicata con ∙, è così definita
∙[image: ]
dove ∙ è l’usuale prodotto di uno scalare per un vettore.
Come sappiamo, l’operazione interna + fra vettori gode delle proprietà:
1. commutativa
2. associativa,
3. di esistenza dell’elemento neutro (il vettore nullo O),
4. di esistenza dell’elemento simmetrico per + (il vettore – v),
così che (V, +) è un gruppo abeliano.
       L’operazione esterna gode della proprietà:
5. associativa degli scalari;
6. distributiva degli scalari rispetto alla somma di vettori;
7. distributiva dei vettori rispetto alla somma di scalari;
8. 
1R ∙ v = v.
Dunque, V è uno spazio vettoriale sul campo R, cioè V(R).
[2] L’insieme dei numeri reali, R, dotato delle usuali operazioni di addizione e moltiplicazione, è uno spazio vettoriale su sé stesso, avente la usuale + come operazione interna e la usuale ∙ come operazione esterna avente R medesimo come dominio degli operatori.
[3] L’insieme Rn, munito dell’operazione interna

[image: ]
[image: ]
e dell’operazione esterna

[image: ]
è uno spazio vettoriale su R, Rn(R). 
Dim.  
(I) (Rn, +) un gruppo abeliano 
(SV1)
[image: ]
[image: ]
(SV2)
[image: ]
[image: ]
[image: ]
 (SV3) [image: ]
[image: ]
[image: ]
(SV4) 
[image: ]
[image: ]
(II) (Rn, .) verifica le ulteriori proprietà di spazio vettoriale:
(SV5) [image: ]
[image: ]
[image: ]
(SV6) [image: ][image: ]
[image: ]
(SV7) 
[image: ]
[image: ]
(SV8)  
[image: ]
Dunque, (Rn,+,.) è uno spazio vettoriale su R.
[4] L’insieme delle matrici di ordine m∙n, Mm,n, munito delle usuali operazioni di somma fra matrici e di prodotto per un numero reale, è uno spazio vettoriale su R: Mm,n(R).
[5] L’insieme delle matrici quadrate di ordine n, Mn, munito delle usuali operazioni di somma fra matrici e di prodotto per un numero reale, è uno spazio vettoriale su R: Mn(R).
[6] L’insieme Rn[x] dei polinomi nell’incognita x di grado a coefficienti reali, munito delle usuali operazioni di somma tra polinomi e di prodotto di un polinomio per un numero reale, è uno spazio vettoriale su R.
[7] L’insieme R[x] dei polinomi nell’incognita x a coefficienti reali, munito delle usuali operazioni di somma tra polinomi e di prodotto di un polinomio per un numero reale, è uno spazio vettoriale su R.
[8] L’insieme F(I,R) delle funzioni definite nell’intervallo I e a valori in R, munito delle operazioni  
[image: ]
è uno spazio vettoriale su R.
[bookmark: _Toc442856983]&3 – Sottospazi vettoriali, dipendenza/indipendenza lineare, basi di uno spazio vettoriale.
Def.3.3.1 – Se (V, +, *) è uno spazio vettoriale su K e se V’ [image: ] V non vuoto, si dice che V’ è un sottospazio vettoriale di V se V’ dotato delle restrizioni di + e ∙ di V ad esso è uno spazio vettoriale su K, cioè se + e . di V(K) sono anche operazioni di V’


che verificano le proprietà da SV1 a SV8 di spazio vettoriale.
Per indicare che V’(K) è un sottospazio di V(K), si scrive V’(K)[image: ] V(K).
Sussiste la seguente proprietà che caratterizza i sottospazi vettoriali.
Prop.3.3.1 – C.N.S. affinché V’ [image: ] V sia un sottospazio di V(K), V’(K)[image: ] V(K), è che:
1) [image: ]                (V’ è chiuso per +)
2) 
     (V’ è chiuso per ∙)
Dim.(C.N.) Poiché V’(K)[image: ]V(K), per definizione di sottospazio, V’(K) è esso stesso uno spazio vettoriale su K e di conseguenza, per definizione di + e . , si ha:  
[image: ]
Dim.(C.S.) 
[image: ]
(SV1) 
[image: ]
(SV2)
[image: ]
(SV3) 



Dunque, 
(SV4) 


In modo analogo si dimostrano le proprietà SV5, SV6, SV, SV8.
Esempi di sottospazi vettoriali
1) Se V(K) è uno spazio vettoriale su K e se 0 è l’elemento neutro di V(K) per +, allora V’ = [image: ] è un sottospazio di V detto sottospazio banale di V(K).
2) Se V(K) è uno spazio vettoriale su K, allora V(K)[image: ]V(K): V(K) è un sottospazio di sé stesso che dicesi sottospazio improprio di V(K).

Osservazione: Da (1) e (2) si deduce che ogni spazio vettoriale ha almeno due sottospazi: il sottospazio banale [image: ] e il sottospazio improprio V(K).
3) L’insieme delle matrici triangolari, Tn, è un sottospazio vettoriale di Mn(R).
4) L’insieme delle matrici diagonali, Dn, è un sottospazio vettoriale di Mn(R).
Vettori linearmente dipendenti e linearmente indipendenti di uno spazio vettoriale 
Def.3.3.2 – Se V(K) uno spazio vettoriale su K, se (v1,v2,…,vn) sono n vettori di V(K) e se   (h1,h2,..,hn) sono n scalari di K, allora l’espressione 
[image: ]
dicesi combinazione lineare degli n vettori.
Gli scalari (h1,h2,..,hn) che compaiono nella combinazione, si dicono coefficienti della combinazione lineare.  
Ovviamente, ogni combinazione lineare di elementi di V(K) è ancora un vettore di V(K).
Def.3.3.3 – Si dice che un sistema di vettori {v1, v2, …, vn} di V(K) è un sistema di vettori linearmente dipendenti se: 
[image: ]h1 ∙ v1 + h2 ∙ v2 + …+ hn ∙ vn = 0.
In tal caso si dice anche che l’insieme S = è un sistema legato di vettori di V(K).
Def.3.3.4 – Si dice che un sistema di vettori {v1, v2, …, vn} di V(K) è un sistema di vettori linearmente indipendenti se  
 [image: ] h1 ∙ v1 + h2 ∙ v2 + …+ hn ∙ vn = 0 [image: ]
ovvero, se 
(h1 ∙ v1 + h2 ∙ v2 + …+ hn ∙ vn = 0) h1 = h2 = …= hn = 0).
In tal caso si dice che l’insieme S = {v1, v2, …, vn} è un sistema libero di vettori di V(K).
Per i sistemi di vettori L.D. sussistono le seguenti proprietà.
Prop.3.3.2 – Se S = {v1, v2, …, vn} è un sistema di n vettori di V[K], si dimostra che:
a) se [image: ]S è un sistema di vettori linearmente dipendenti;
b) se S è un sistema di vettori linearmente dipendenti, allora ogni altro sistema di vettori S’ contenente S è un sistema di vettori linearmente dipendenti;
c) S è un sistema di vettori linearmente dipendenti se e solo se almeno dei vettori di S è una combinazione lineare dei rimanenti con coefficienti non tutti nulli.
Dim. (a) Sia vi = 0, allora: 
[image: ]
[image: ]è un sistema di vettori L.D.
Dim. (b) Sia S = {v1, v2, …, vn} un sistema di vettori L.D e sia S’ un sistema di vettori contenente S, 
[image: ]
Poiché S è un sistema di vettori L.D., 
[image: ];
ne segue che
[image: ]
e ciò dimostra che il sistema S’, contenente S, è anch’esso un sistema di vettori L.D.
Dim. (c) 
a) Dimostriamo la C.N.:
(Se S è sistema di vettori L.D.) [image: ](esiste un vettore di S che è una c.l. dei rimanenti).
Poiché S è un sistema di vettori linearmente dipendenti, per definizione 
[image: ]
b) Dimostriamo la C.S.: 
(Se esiste un vettore di S che è una c.l. dei rimanenti) [image: ](S è un sistema di vettori L.D.)
Poiché 
[image: ]
[image: ]
[image: ]S è un sistema di vettori L.D.
Per i sistemi di vettori L.I. sussistono le seguenti proprietà. 
Prop.3.3.3 – Se S = {v1, v2, …, vn} è un sistema di n vettori di V(K), si dimostra che:
a) Se [image: ], con v [image: ] S è un sistema di vettori linearmente indipendenti;
      b) Se S è un sistema di vettori L.I., allora ogni altro sistema di vettori contenuto in S è un
          sistema di vettori L.I., cioè: [image: ] sistema di vettori L.I.;
c) Se [image: ] è un sistema di vettori linearmente indipendenti, nessuno dei   
    vettori di S è combinazione lineare dei rimanenti vettori.

Dim.(a) – Sia . In tal caso solo se h = 0   è un sistema di vettori L.I.
Dim.(b) – Ragioniamo per assurdo supponendo che 
[image: ]
sia un sistema di vettori L.D. Ne segue che:
[image: ]
[image: ]è un sistema di vettori L.D., contro l’ipotesi he S è sistema di vettori L.I.
Dim.(c) – Ragioniamo per assurdo supponendo che esista vi appartenente ad S tale che
vi = h1v1 +...+ hi-1vi-1 + hi+1vi+1 + …+ hnvn
così che esiste una ennupla (h1, h2,..,hi-1, hi+1,..,hn, -1) di scalari non tutti nulli tali che
h1v1 +...+ hi-1vi-1 + hi+1vi+1 + …+ hnvn – vi = 0
[image: ]è un sistema di vettori L.D., contro l’ipotesi he S è sistema di vettori L.I.

Sottospazi generati - Sistemi di generatori di uno spazio vettoriale
Prop.3.3.4.1 – Se  [image: ] è un sistema di vettori di V(K) e se U è l’insieme di tutti i vettori di V(K) che sono combinazione lineare degli n vettori di S, 
[image: ],
si dimostra che U è un sottospazio vettoriale di V, U[image: ] V[K].
Dim. Dobbiamo dimostrare che: 
[image: ]
1) U [image: ], perché esso contiene almeno i vettori di S. 
Ad esempio, poichè [image: ]v1 è combinazione lineare dei rimanenti vettori di S mediante gli scalari (1,0,0,…,0).
2) [image: ]
Infatti: [image: ]
[image: ]
Dunque, v + v’ [image: ] in quanto risulta una combinazione degli elementi di S.
3) [image: ]

Infatti: [image: ] 

 h∙v[image: ], in quanto risulta una combinazione degli elementi di S.
Ciò premesso, si pone la seguente definizione.
Def.3.3.5 – Se U è il sottospazio di V(K) formato da tutte le possibili combinazioni lineari di un sistema [image: ] di vettori di V(K),  

, 
allora:
1. l’insieme U dicesi sottospazio di V generato da S = [image: ] 
2. l’insieme [image: ] dicesi sistema di generatori del sottospazio U. 
Per indicare che U è il sottospazio generato da [image: ], si scrive:
U = L(v1, v2,…,vn) = Span (v1, v2,…,vn).
Il sottospazio U si dirà finitamente generato se il numero di vettori che genera U è finito.
Esempi notevoli di spazi-sottospazi finitamente generati sono:
1) Rn è un sottospazio vettoriale di sé stesso finitamente generato dai vettori (e1, e2, …, en),
dove e1 = (1,0,…,0), e2 = (0,1,0,…,0), …., en = (0,0,…,0,1):
Rn = L(e1, e2, …, en) = Span(e1, e2, …, en)
Infatti, nello spazio Rn, ogni vettore v = (x1, x2, …, xn)[image: ] si può esprimere come segue:
v = (x1,x2,..,xn) = (x1,0,..,0)+(0,x2,..,0)+(0,0,..,xn) = x1(1,0,..,0)+x2(0,1,0,..,0)+..+ xn(0, 0,…,1), così che ogni vettore di Rn si può esprimere come combinazione lineare degli n vettori
e1 = (1,0,…,0), e2 = (0,1,0,…,0), …., en = (0,0,…,0,1).
 è un sottospazio vettoriale di sé stesso finitamente generato da 

dove ciascun  è una matrice quadrata di ordine n avente l’elemento di posto ij uguale a 1 e tutti i restanti uguale a zero.
Ad esempio, per n = 2, i generatori sono:

 è un sottospazio vettoriale di sé stesso finitamente generato da 

dove ciascun  è una matrice rettangolare di ordine avente l’elemento di posto ij uguale a 1 e tutti i restanti elementi uguale a zero.
 vettoriale di sé stesso, finitamente generato da Infatti:

Nel seguito faremo sempre riferimento a spazi vettoriali finitamente generati.
Basi di uno spazio vettoriale
Def.3.3.6 – Sia V(K) uno spazio vettoriale e sia S = [image: ]un sistema di vettori di V[K]. Si dice che S = [image: ] è una base dello spazio V[K] se S verifica le seguenti due condizioni:
1. S è un sistema di generatori per V[K];
2. S è un sistema di vettori linearmente indipendenti.
Per indicare che [image: ] è una base di V(K) si scrive 
BV = [image: ].
Prop.3.3.4.2 – (Esistenza di una base) Ogni spazio vettoriale ha almeno una base.
Proprietà delle basi
Prop.3.3.5 – Se B = [image: ] è una base di V[K], ogni vettore di V[K] è esprimibile in uno e un solo modo come combinazione lineare degli elementi di B, cioè:
[image: ].
Dim. Tale proprietà consegue immediatamente dal fatto che B è un sistema di generatori linearmente indipendenti di V(K).

Infatti, poiché B = [image: ] è una base di V[K], B è un sistema di generatori di V .
Dimostriamo ora che la combinazione lineare di v è unica. 

Infatti, se:  

(essendo i vettori vi della base B L.I.) 


Def.3.3.7 – Se B = [image: ] è una base di V(K) e se [image: ], allora i coefficienti (h1, h2,…,hn) della combinazione lineare si dicono componenti di v nella base B  e si scrive v = (h1, h2,…,hn).
Dunque, dire che: 
( (h1, h2,…,hn) nella base B).
Se la base B è ordinata, la base B dicesi riferimento di V(K) e le componenti di v, rispetto alla base B, si dicono coordinate di v nel riferimento B. 
Ad esempio, e1 = (1,0,…0), e2 = ( 0,1,0,..0), …, en = ( 0,0,..,1) è un riferimento dello spazio vettoriale Rn(R): tale particolare riferimento dicesi riferimento canonico di Rn. 
Inoltre, se  è un elemento di Rn,  sono le coordinate di v rispetto alla base canonica 
Sussistono le seguenti ulteriori proprietà. 
Prop.3.3.6.1 - Ogni base di uno spazio vettoriale V[K] è un sistema massimale di vettori linearmente indipendenti di V[K].
Dim. Sia 
Di conseguenza, se v è un ulteriore vettore di V(K), per la prop.3.3.5,   

 e ciò dimostra che n è il massimo numero di vettori L.I. di V[K].
Prop.3.3.6.2 - Se V(K) è uno spazio finitamente generato, tutte le basi hanno lo stesso numero di vettori.


Dim. Se B1 = [image: ] e B2 = sono due basi di V[K], per la prop.3.3.6.1 deve essere . 
Dunque, le basi di uno spazio vettoriale hanno lo stesso numero di elementi.
Tale ultima proprietà giustifica la seguente definizione.
Def.3.3.8 – Se V(K) è uno spazio vettoriale finitamente generato, si dice dimensione di V(K) il numero n di vettori di una qualunque sua base. 
In tal caso, per indicare che V[K] ha dimensione n, si scrive:
dim(V) = n.
Esempi 
1. Lo spazio vettoriale V = [image: ] ha dimensione finita zero, dim([image: ]) = 0.
2. Lo spazio vettoriale Rn[R] ha dimensione finita n, dim(Rn) = n.
Una base di Rn(R) è {e1 = (1,0,..,0), e2 = (0,1,0,..,0), …, en = (0,0,..,1)}: questa base è detta base canonica di Rn.
3. Lo spazio vettoriale  è uno spazio vettoriale di dimensione .
Una base di  è data dal sistema di matrici così definite: 
.
Tale base è detta base canonica di 
      Ad esempio, dim la base canonica è:

Osservazione – E’ bene osservare che mentre ogni base è un sistema di generatori di uno spazio vettoriale, in generale non è detto che un sistema di generatori sia una base dello spazio vettoriale: sarà una base solo se i vettori sono L.I.

Prop.3.3.7 – (Teorema del completamento della base)
Se V(K) è uno spazio vettoriale di dimensione n, dim V = n, e se v1,v2,…,vr sono r [image: ] n  vettori linearmente indipendenti di V, allora è possibile determinare n – r vettori di V(K), (vr+1, vr+2,…,vn), tali che l’insieme B’ = [image: ] sia una base di V[K].
Dim. Poiché dim(V(K)) = n
 

    Altrimenti, se 
  

Altrimenti, se 
Si procede in tal modo fino a trovare 


base di V(K).
Prop.3.3.8 – Se V(K) è uno spazio vettoriale di dimensione finita e se U è un sottospazio di V(K), si dimostra che:
a) U ha dimensione finita ed è dim (U) [image: ] dim (V)
b) 
dim(U) = dim(V) V’ = V.
Dim. (a) Sia V(K) uno spazio vettoriale di dimensione n, dim(V) = n, e sia U << V(K). 
Poiché ogni spazio (sottospazio) vettoriale è dotato almeno di una base, detta

una base di U  è un sistema di vettori L.I. di U  e, poiché dim(V) = n, ne segue che 
Dunque, U ha dimensione finita ed è dim(U) [image: ] dim(V).

1) (C.N.)  
· Poichè U è un sottospazio di V(K) . 
· Dimostriamo ora che . 
Sia  una base di U  è un sistema di vettori L.I. di U  e poiché dim V(K) =  n, ne segue che 


Dunque, data la doppia inclusione, risulta U(K) = V(K).
2) (C.S.) U = V dim(V’) = dim(V).
     Ovvia.
Teorema 3.3.1 – Sia V(K) uno spazio vettoriale di dimensione m e siano (u1,u2,…,un) n-vettori di V(K) di componenti rispettive
u1 = (x11,x21,..,xm1), u2 = (x12,x22,..,xm2),…, un = (x1n,x2n,..,xmn)
rispetto a una base  di V(K). 
Detta A la matrice avente per colonne le componenti dei vettori (ui)i=1..m

si dimostra che:
a) (u1,u2,…,un) sono L.I. se rang(A) = n;
b) (u1,u2,…,un) sono l.D. se rang(A) < n. In tal caso, posto r = rang(A), i vettori L.I. sono solo r e sono quelli che formano il minore estratto che ha determinato il rango di A.
Dim. Sia 



Questo è un sistema lineare omogeneo di m equazioni nelle n incognite hi che ammette almeno la soluzione banale h1 = h2 = …= 0. 
Applicando il teorema si Rouchè - Capelli, si ha che:
(a) se la matrice incompleta dei soli coefficienti 

le cui colonne sono le componenti dei vettori ui, ha rango r = n (= numero delle incognite = numero dei vettori ui), il sistema ammette una sola soluzione, quella banale, così che gli n vettori sono L.I.;
(b) se, invece, la matrice A ha rango r < n, il sistema ammette infinite soluzioni non banali così che i vettori (ui) i=1,..,m  sono L.D. 
In tal caso i vettori L.I. sono solo r, dati dagli r-vettori ui le cui componenti hanno fornito il rango della matrice A.
Operazioni con i sottospazi
Prop.3.3.9 – Se W1 e W2 sono due sottospazi di V(K), si dimostra che il sottoinsieme di V(K) così definito 
[image: ],
munito delle leggi di composizione di V[K], è un sottospazio di V[K] che dicesi sottospazio intersezione di W1 e W2.
Dim.(1) 
Poiché [image: ]
Dim.(2) 
[image: ]
Dim.(3) 

Dunque,  è un sottospazio vettoriale di V(K).
Prop.3.3.10 - Se W1 e W2 sono due sottospazi di V(K), si dimostra che il sottoinsieme di V(K) così definito 
[image: ]
è un sottospazio vettoriale di V[K] che dicesi sottospazio somma di W1 e W2.
Dim.
(1) Poiché
[image: ]
(2) 
[image: ]
[image: ]
(3)
[image: ]
Dunque, 
Osservazione – Si noti esplicitamente che l’unione di due sottospazi di uno spazio vettoriale V(K), in generale, non è un sottospazio di V(K).
Sussiste il seguente fondamentale teorema. 
Teorema 3.3.2 – (Teorema di Grassmann o delle dimensioni)
Se V(K) è uno spazio vettoriale di dimensione finita e se W1 e W2 sono due sottospazi di V(K), si dimostra che
[image: ].
Dim. Sia 
Se indichiamo con per il teorema di completamento delle basi, si ha che:
1) 
;

.
Posto

dimostriamo che  è una base di 

      
      

     

     Consideriamo una combinazione nulla dei vettori di 
           
       
    Detto u = , in quanto:
(1) u = 
(2) 
      
     Quindi:  
     
     Sostituendo nella (1), si ha:


Sostituendo nella (1), si ha:



Si pone la seguente definizione.
Def.3.3.9 – Se V(K) è uno spazio vettoriale su K e se W1 e W2 sono due sottospazi di V(K), si dice che V è somma diretta di W1 e W2 e si scrive 
V = [image: ]
se: 
1. V = W1 + W2
2. W1 [image: ]W2 = [image: ]
In tal caso, si dice che W1 e W2 sono sottospazi supplementari di V(K).

Prop.3.3.11 – Se V(K) è uno spazio vettoriale su K e se W1 e W2 sono due sottospazi supplementari di V(K), V = [image: ], allora si dimostra che:
1. ;
2. [image: ], cioè ogni vettore di V è esprimibile in uno e un solo modo come somma di vettori di W1 e W2.
Dim.(1)  Poiché  V = [image: ] W1 +W2 e W1 [image: ]W2 = [image: ]
[image: ] dim W1 + dim W2.
Dim.(2) Poiché 
[image: ]
Dimostriamo l’unicità. 
[image: ]
[image: ]
Dunque, se V è somma diretta di due sottospazi supplementari, unica è la decomposizione di ogni vettore di V(K) nella somma di due vettori di W1 e W2.
Prop.3.3.12 – Se U1 e U2 sono due sottospazi vettoriali di V(K) e se B1= {u1, u2,…,ur} una base di U1  e B2= {v1, v2,…,vs} una base di U2, si dimostra che:
a)  {u1, u2, …, ur, v1, v2, …, vs} è un sistema di generatori dello spazio somma   U = U1 + U2 ;
b) {u1,u2,…,ur,v1,v2,…,vs} è una base dello spazio vettoriale somma U = U1 + U2) , ovvero solo se U1 e U2 sono sottospazi supplementari di V(K).
Dim. a) 
Sia U = U1 + U2. Allora 
D’altro canto, poiché B1 è una base di U1, 

e poiché B2 è una base di U2,

Pertanto:

          U = U1+U2 = Span(u1, u2,…,ur, v1, v2,…,vs).
Dim. b) 


Se B = {u1,u2,…,ur,w1,w2,…,wr} è una base di U = U1 + U2  dim(U) = dim(U1 + U2) = r + s  = dim(U1) + dim(U2) (per il teorema della dimensione) 

[bookmark: _Toc255335486][bookmark: _Toc255336132][bookmark: _Toc255371395][bookmark: _Toc381864214][bookmark: _Toc442856984]&3.4 – Cambiamento di base in uno spazio vettoriale
Prop.3.41 – Se v è un vettore dello spazio vettoriale V(K) di dimensione n e se (x1, x2,…,xn) sono le componenti di v rispetto alla base B = [image: ] e (x’1, x’2,.,x’n) sono le componenti di v rispetto alla base B’ =[image: ] di V(K), si dimostra che:
[image: ]
dove:
· 
· 

· 
Tali equazioni si dicono formule di passaggio dalla base B alla base B’ di V(K).
Dim. Sia V(K) uno spazio vettoriale di dimensione n e siano B = [image: ] e B’ =[image: ] due basi di V(K). 
Poiché B = [image: ] è una base di V, allora 
(1) [image: ]
dove (x1, x2,…, xn) sono le componenti di v nella base B.
Analogamente, poiché anche B’ =[image: ] è una base di V, allora 
(2) [image: ]
dove (x’1, x’2,…, x’n) sono le componenti di v nella base B’.
In particolare, poiché anche i vettori [image: ] della base B’ sono elementi di V, ogni elemento di B’ si può esprimere come combinazione degli elementi della base B, cioè
(3) [image: ]
dove gli scalari aij sono le componenti dei vettori e’j della base B’ rispetto alla base B.
Sostituendo le equazioni della (3) nella (2), si ha che ogni vettore v di V può così esprimersi:
v = x’1(a11e1 + a21e2 +…+ an1en) + x’2(a12e1 + a22e2 +…+ an2en) + …+ x’n(a1ne1 + a2ne2 +…+ annen) = (a11x’1 + a12x’2 +…+ a1nx’n)∙e1 + (a21x’1 + a22x’2 +…+ a2nx’n)∙e2 + …+ (an1x’1 + an2x’2 +…+ annx’n)∙en [image: ] 
v = (a11x’1 + a12x’2 +…+ a1nx’n)∙e1 + (a21x’1 + a22x’2 +…+ a2nx’n)∙e2 + …+ (an1x’1 + an2x’2 +…+ annx’n)∙en.
E’ questa una nuova espressione del vettore v nella base B. 
Poiché è anche  
[image: ]
nella base B, per l’unicità delle componenti si ha:
(4) [image: ]
Se indichiamo con:
· XT il vettore colonna delle componenti di v nella base B, XT = [image: ]
· X’T il vettore colonna delle componenti di v nella base B’, X’T = [image: ]
·     P la matrice avente per colonne le componenti dei vettori della base B’ calcolate
    rispetto alla base B,
[image: ],
le precedenti equazioni della trasformazione delle componenti di v si possono scrivere nella forma matriciale (compatta) 
(5) XT = P∙X’T
La matrice P, avente per colonne le componenti dei vettori e’i nella base B, dicesi matrice di passaggio dalla base B alla base B’.
Inoltre, poiché la matrice P è non singolare, essendo formata dai vettori e’i linearmente indipendenti, essa è invertibile e, quindi, detta P-1 l’inversa di P, si ha:
X = P∙X’ [image: ]P-1∙X = P-1∙P∙X’[image: ] P-1∙X = X’
Dunque:
(6)  X’ = P-1∙X.
E’ questa l’equazione matriciale per il passaggio dalla base B’ alla base B: la matrice P-1, detta matrice di passaggio dalla base B ‘ alla base B, è l’inversa di P ed ha per colonne le componenti dei vettori ei della base B rispetto alla base B’.
[bookmark: _Toc381864215][bookmark: _Toc442856985]&3.5 – Autovalori, autovettori, autospazi di matrici quadrate reali
Poniamo le seguenti definizioni.
Def.3.5.1 – Se A è una matrice quadrata di ordine n, [image: ], e se λ[image: ], si dice che λ è un autovalore di A se 
[image: ]
Il vettore colonna X dicesi autovettore di A relativo all’autovalore λ.
Def.3.5.2 - Se A è una matrice quadrata di ordine n, [image: ], e se X [image: ] con  X[image: ], si dice che X è un autovettore di A se
[image: ].
In tal caso, il numero reale λ dicesi autovalore relativo all’autovettore X.
Proprietà degli autovalori e degli autovettori
Sussistono le seguenti proprietà.
Prop.3.5.1 – Se A è una matrice quadrata di ordine n e se X[image: ] è un autovettore di A, si dimostra che è unico l’autovalore di A relativo ad X.
Dim. Infatti, se λ e λ’ sono due autovalori di A relativi ad X, si ha:
[image: ](essendo X [image: ]) [image: ].
Prop.3.5.2 - Se A è una matrice quadrata di ordine n e se λ è un autovalore di A, si dimostra che esistono infiniti autovettori di A relativi a λ.
Dim. Poiché λ è un autovalore di A, per definizione, esiste almeno un X [image: ], con X [image: ]
[image: ]
Poiché tale sistema omogeneo deve ammettere una soluzione non banale X = (x1, x2, …,xn), deve essere il rango r della matrice dei coefficienti minore del numero n di incognite, così che per il teorema di Rouchè-Capelii esso ammetterà ∞n-r soluzioni: dunque, la matrice A avrà infiniti auto vettori relativi a λ.  
Si pone, quindi, la seguente definizione.
Def.3.5.3 - Se A è una matrice quadrata di ordine n, A[image: ], e se λ è un autovalore di A, si dice autospazio della matrice A relativo all’autovalore λ, e si indicherà con Vλ, l’insieme 
[image: ].
Vλ è l’insieme formato da tutti gli autovettori associati a λ e dal vettore nullo 0n,1.
Prop.3.5.3 - Se A una matrice quadrata di ordine n e se λ è un autovalore di A, si dimostra che l’autospazio Vλ di A è un sottospazio vettoriale di Mn,1. 
Dim. Ricordiamo che Vλ è un sottospazio di Mn,1 se:
1) [image: ]
2) [image: ]
3) [image: ]
Dim. 1) [image: ] perché almeno [image: ]
Dim. 2) Siano [image: ]
[image: ].
Dim. 3) [image: ]
[image: ].
Si pone, quindi, la seguente definizione.
Def.3.5.4 - Se A è una matrice quadrata e se λ è un autovalore di A, si dice molteplicità geometrica di λ, e si indica con mg(λ), la dimensione dell’autospazio Vλ relativo a λ, 
mg(λ) = dim(Vλ).
Prop.3.5.4 – Se [image: ]e se [image: ], si dimostra che: 
([image: ]è un autovalore di A) [image: ]
Dim. C.N.S. Sia λ un autovalore di A 


Tale ultima equazione rappresenta, in forma matriciale, un sistema omogeneo di n equazioni in n incognite del tipo
[image: ]
che ammette soluzioni non banali, (l’autovettore X = (x1,x2,…,xn))
Def.3.5.5 – Il polinomio 
[image: ]
dicesi polinomio caratteristico della matrice A, mentre l’equazione 
[image: ]= 0
dicesi equazione caratteristica della matrice A: per la prop.3.5.4, tutte e sole le soluzioni reali di tale equazione, se esistono, sono gli autovalori della matrice A. 
Si osservi che poiché il polinomio caratteristico di una matrice quadrata di ordine n ha sempre grado uguale ad n, ne segue che l’equazione caratteristica associata ha al massimo n soluzioni reali e di conseguenza il massimo numero di autovalori di una matrice A è n.
Si pone, quindi, la seguente definizione.
Def.3.5.6 – Se A è una matrice quadrata e se λ è un autovalore di A, si dice molteplicità algebrica di λ la molteplicità con la quale l’equazione caratteristica P(λ) = 0 ammette la soluzione λ. 
Tale molteplicità algebrica di λ si indica con ma(λ).
Prop.3.5.5 – Se [image: ], allora per ogni autovalore λ di A si dimostra che:
1) 
2) 
Inoltre:
Prop.3.5.6 – Se [image: ]e se [image: ] sono due autovalori distinti di A, detti Vλ1 e Vλ2 gli autospazi relativi, si ha:
1) [image: ]     (autospazi supplementari)
2) L.I.

Dim. 1) Se Ragioniamo per assurdo supponendo che 
 [image: ] 
e ciò è assurdo in quanto è X [image: ].
Dim. 2) Osservato che [image: ] [image: ][image: ], dimostro che X1 e X2 sono L.I.
Infatti, se per assurdo (X1, X2) fossero L.D. [image: ]
[image: ]
contro l’ipotesi che X2, in quanto autovettore, è diverso da 0.
Più in generale, sussiste la seguente proprietà, della quale diamo solo l’enunciato:
Prop.3.5.7 – Se [image: ] sono r autovalori distinti di A[image: ] e se X1, X2, …, Xr sono i rispettivi autovettori associati, si dimostra che (X1,X2,…,Xr) sono r vettori linearmente indipendenti di [image: ].
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Si pone la seguente definizione.
Def.3.6.1 – Se A, B [image: ], si dice che A è simile a B se e solo se esiste una matrice invertibile P[image: ] tale che B = P -1 ∙ A ∙ P.
La relazione di similitudine fra matrici di[image: ] gode delle seguenti proprietà.
Prop.3.6.1 - i dimostra che: 
a) A simile ad A;                             		            (prop. riflessiva)
b) A simile a B  B simile ad A;                             (prop. simmetrica)
c) A simile a B e B simile a C  A simile a C         (prop. transitiva)
Dim.a) [image: ].
Dim.b) Poiché A è simile a B 

Detta Q = P-1, risulta che [image: ]B è simile ad A.
Dim.c) Siano (A simile a B) e (B simile a C) [image: ], invertibili tali che 

Dunque, 
Dunque, la similitudine fra matrici di Mn è una relazione di equivalenza in Mn.

Proprietà delle matrici simili
Prop.3.6.2 – Se A e B sono due matrici simili, si dimostra che:
a) rang(A) = rang(B)
b) det(A) = det(B)
c) A e B hanno lo stesso polinomio caratteristico, cioè:  
[image: ][image: ].   (non vale il viceversa)
Dim. 
a) Poiché P e P-1 sono matrici invertibili e quindi non singolari, per una proprietà sui ranghi, A ha lo stesso rango di B.
b) A simile a B [image: ]det(B) = det(P-1AP) = det(P-1)∙det(A)∙det(P) = det(P-1)∙det(P)∙det(A) = det(P-1∙P) det(A) = det(I) ∙ det(A) = det(A).   
c) Dim. Poiché A e B sono due matrici simili, per definizione esiste una matrice P invertibile tale che
P-1AP = B.
Di conseguenza:
det(B – λI) = det(P-1AP – λI) = det(P-1AP – λP-1P) = det(P-1AP – P-1λP) = 
= det(P-1(A–λI)P) = det(P-1)∙det(A– λI)∙det(P) = det(A–λI)∙ det(P-1)∙det(P) =  det(A – λI).
Corollario 3.6.1 – Matrici simili hanno gli stessi autovalori e uguali autospazi.
Dim. È un’ovvia conseguenza della proprietà precedente.
Poniamo la seguente definizione.
Def.3.6.2 – Se [image: ]si dice che A è diagonalizzabile se esiste una matrice diagonale D simile ad A, cioè tale che 


D = P-1 A P,
La matrice P dicesi matrice che diagonalizza A.
Infine, enunciamo le seguenti proprietà relative alla diagonalizzazione di una matrice.
Prop.3.6.3 – (C.N.S.) Una matrice [image: ]è diagonalizzabile se e solo se sono verificate entrambe le seguenti due condizioni:
1. la equazione caratteristica di A, P(λ) = [image: ]0, ha n radici tutte reali, semplici
           o multiple;  
2. ogni autovalore di A ha la molteplicità algebrica uguale a quella geometrica, cioè 
[image: ]
Prop.3.6.4 – (C.S.) Se l’equazione caratteristica di A ha n radici tutte reali e distinte, allora A è diagonalizzabile.  
Dim. Sia A una matrice avente n radici reali e distinte
 
Non vale il viceversa, nel senso che una matrice può essere diagonalizzabile senza che le radici del polinomio caratteristico di A (gli autovalori di A) siano tutte distinte.
Prop.3.6.5 – (C.N.S.) Se[image: ]si dimostra che: 

In tal caso:
1. la matrice P che diagonalizza A ha per colonne n autovettori L.I di A;
2. la matrice diagonale D, simile alla matrice A, ha per diagonale gli n autovalori corrispondenti agli autovettori nello stesso ordine. 
Prop.3.6.6 – (C.N.S.) Se [image: ], se [image: ] sono p autovalori distinti di A e se Vλ1, Vλ2, …, Vλp sono i relativi autospazi, si dimostra che:
(A è diagonalizzabile) dim Vλ1 + dim Vλ2 + …dim Vλp = n),
ovvero se la somma delle molteplicità geometriche degli autovalori è uguale a n:
[image: ]

Prop.3.6.7 – Ogni matrice simmetrica è diagonalizzabile.
Poniamo le seguenti ulteriori definizioni.
Sappiamo già che:
Def.3.6.3 – Una matrice quadrata P, non singolare di ordine n, si dice ortogonale se la matrice inversa coincide con la trasposta:
P-1 = PT .
Ora poniamo la seguente ulteriore definizione.
Def.3.6.4 – Una matrice[image: ]si dice ortogonalmente diagonalizzabile se esiste una matrice ortogonale P che diagonalizza A, cioè se: 
[image: ] ortogonale, tale che P-1∙ A ∙ P = D.
Prop. 3.6.8 – Ogni matrice simmetrica è ortogonalmente diagonalizzabile.
La dimostrazione è omessa.
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Cominciamo col porre la seguente definizione. 
Def.3.7.1 – Se (V(R),+,.) è uno spazio vettoriale su R, si dice prodotto scalare euclideo su V(R) ogni applicazione 
 
che associa 
   (leggasi v1 scalare v2)
ed è tale che soddisfi le seguenti condizioni:
PS1)  			          
(proprietà commutativa del p.s.)
PS2)    
(proprietà distributiva a destra del p.s.)
PS3)    
(proprietà associativa a destra del p.s.)
PS4) 			        
(il prodotto scalare è definito positivo)
PS5)  .
Per il prodotto scalare sussistono le seguenti ulteriori proprietà.
Prop.3.7.1 – Se (V,+,.) è uno spazio vettoriale su R e se  è un prodotto scalare euclideo su V, si dimostra che:
a)     
(proprietà distributività a sinistra del p.s.) 
b)   
    (proprietà associativa a sinistra del p.s.)
c) .

Dim.a) .
Dim. b) 
Dim. c)  
C.N.([image: ]) Poiché , preso v1 = v2, si ha 
C.S. ([image: ]) Se v2 = 0V [image: ].
Ciò premesso, poniamo la seguente definizione.
Def.3.7.2 - Dicesi spazio vettoriale euclideo (o semplicemente spazio euclideo) ogni spazio vettoriale V(R) sul quale è definito un prodotto scalare euclideo.
Esempi notevoli di spazio euclideo sono i seguenti.
1. Lo spazio vettoriale dei vettori geometrici ((),+,.,), munito delle usuali operazioni di somma di vettori, di prodotto di uno scalare per un vettore e del prodotto scalare di vettori,  , è uno spazio euclideo.

2. Nello spazio vettoriale Rn(), si consideri l’applicazione 
     
così definita:
[image: ]
Si dimostra che tale applicazione è un prodotto scalare euclideo che dicesi prodotto scalare canonico o scalare standard di Rn.
In uno spazio euclideo, sussistono le seguenti ulteriori definizioni.
Def.3.7.3 – Se V() è uno spazio euclideo e se v[image: ]V, si dice norma di v il numero reale positivo, indicato con [image: ], così definito:
.
Def.3.7.4 – Se V() è uno spazio euclideo, si dice versore dello spazio V(R) ogni vettore di V(R) avente norma uguale a uno, [image: ].
Prop.3.7.2 – Ogni vettore v di uno spazio euclideo V() individua un versore, indicato con vers(v), dato da 
vers (v) = [image: ]
Dim. [image: ].
Tale versore dicesi versore associato al vettore v: poiché i vettori di V(R) sono infiniti, infiniti sono anche i versori di uno spazio euclideo V().
Def.3.7.5 – Se V() è uno spazio euclideo e se v1 e v2 sono due vettori di V, si dice che:  
(v1 è ortogonale a v2) 
In tal caso si scrive: 

Osservazione 3.7.1 -  Il vettore 0V è ortogonale a ogni vettore di V(). 
Def.3.7.6 – Se S = {v1, v2, …,vp} è un sistema di p vettori di uno spazio euclideo V(), si dice che S è un sistema ortogonale di vettori se i vettori di S sono a due a due ortogonali, ovvero se

Prop.3.7.3.1 – Se V() è uno spazio euclideo e se S = {v1, v2, …, vp} è un sistema di p vettori di V(R), non nulli e a 2 a 2 ortogonali, si dimostra che S = {v1, v2, …, vp} è un sistema di vettori L.I. dello spazio V().
Dim. 
Sia: h1∙v1 + h2∙v2 +…+ hp∙vp = 0.
1) Moltiplicando scalarmente ambo i membri per v1, si ha
(h1∙v1 + h2∙v2 +…+ hp∙vp)v1 = 0v1 (tenendo conto che v1 è ortogonale a v2, …, vp ) (essendo v1 [image: ])  h1 = 0.
Dopo il primo passo, la combinazione diventa:
h2∙v2 +…+ hp∙vp = 0
2) Analogamente, moltiplicando scalarmente ambo i membri per v2 e ripetendo i calcoli, si 
ottiene h2 = 0.
3) Reiterando il procedimento, si ottiene: h3 = h4 = … = hp = 0. 
Pertanto, {v1, v2, …, vp} è un sistema di vettori L.I. di V().
Def.3.7.7 - Se V() è uno spazio euclideo e se v1 e v2 sono due vettori di V(R), dicesi angolo formato dai due vettori l’angolo convesso così definito:
.
Prop.3.7.3.2 - Se v1 e v2 sono due vettori dello spazio euclideo V() e se è l’angolo da essi formato, si dimostra che:
1. 
2. 
Dim. (1) 
Dim. (2) 
Def.3.7.8 - Se V() è uno spazio euclideo e se v1 e v2 sono due vettori di V(), si dice proiezione ortogonale di v2 su v1 e si indica con prv1(v2) il vettore multiplo di v1 secondo il coefficiente :  

Def.3.7.9 – Se U è un sottospazio vettoriale di V() e se  = {u1, u2, …, um} è una base di U, allora  si dice proiezione di v sul sottospazio U relativa alla base , il vettore somma delle proiezioni di v su ciascun componente della base 
[image: ].
Complemento ortogonale di un sottospazio - Basi ortonormali di uno spazio euclideo
Def.3.7.10 – Se V() è uno spazio euclideo e se U è un sottospazio di V(), si dice complemento ortogonale di U il sottoinsieme di V() così definito
,
Si osservi esplicitamente che i vettori di U┴ sono i vettori ortogonali a ogni vettore di U.
Prop.3.7.4.1 – Il complemento ortogonale di un sottospazio vettoriale è anch’esso un sottospazio vettoriale.
Dim. Sia V() uno spazio euclideo e sia  il complemento ortogonale di U << V().
1) Poiché 
2) 

3) 

Dunque, è un sottospazio di V.
Una proprietà che caratterizza il complemento ortogonale di un sottospazio vettoriale è la seguente:
Prop.3.7.4.2 – Se U è il sottospazio di V generato dai vettori (u1, u2, …, up), 
U = L(u1, u2,…, up),
si dimostra che 

Dim. a) [image: ]b) Poiché v perpendicolare ad u v è perpendicolare ad ogni ui[image: ]U.
Dim. b) [image: ]a)  = L(u1, u2,…, up)[image: ]

.
Corollario 3.7.1 – Se BU è una base di U, allora il complemento ortogonale di U, , è costituito da tutti e soli i vettori ortogonali a ciascun vettore della base BU.
Def.3.7.11 – Se B = {e1, e2, …, en} è una base dello spazio euclideo V(), si dice che:
a) B è una base ortogonale se i vettori (ei) della base sono a due a due ortogonali.
b) B è una base ortonormale se i vettori (ei) della base sono a due a due ortogonali e hanno norma uguale a 1, cioè se:
1. 
2. =1
Prop.3.7.5 - La base canonica dello spazio vettoriale Rn è una base ortonormale dello spazio euclideo Rn, rispetto al prodotto scalare standard di Rn.
Dim. Sia (e1, e2,…,en) la base canonica di Rn. Allora:


Prop.3.7.6 – Se A è una matrice quadrata di ordine n, le seguenti proposizioni sono equivalenti:
a) A è una matrice ortogonale;
b) i vettori riga di A sono una base ortonormale di Rn, rispetto al prodotto scalare   
standard di Rn;
c) i vettori colonna di A sono una base ortonormale di Rn, rispetto al prodotto scalare 
           standard di Rn.
Dimostriamo tale proprietà per matrici quadrate di ordine n = 2.
Dim. a) [image: ] b)
Sia P una matrice ortogonale di ordine 2, 

e sia 


la sua trasposta. Allora:
A ortogonale [image: ]AT = A-1 [image: ]
 
[image: ]
Quindi, considerati i vettori riga di A,
e1 = (a11, a12) ed e2 = (a21, a22)
si verifica che (e1, e2) è una base ortonormale di R2.
1) Poiché A è ortogonale  i vettori riga 

della matrice P sono L.I. è una base di R2.
Inoltre:
2) e1 ed e2 sono ortogonali  e, inoltre, 
[image: ]
Dunque, i vettori (e1,e2) sono ortonormali: i vettori riga della matrice P,
(e1 = (a11, a12), e2 = (a21, a22)),
costituiscono una base ortonormale di R2.
Analogamente si dimostra che (a) [image: ] (c) e, dunque, le tre proposizioni sono equivalenti.
In uno spazio euclideo, l’uso delle basi ortonormali è importante in quanto:
1. il prodotto scalare e la norma si calcolano in maniera molto semplice utilizzando le componenti dei vettori;
2. il passaggio da una base ortonormale a una base ortonormale si esprime mediante una matrice ortogonale.
Infatti, sussiste la seguente proprietà.
Prop.3.7.7.1 - Se  {e1,e2, …,en} è una base ortonormale di uno spazio euclideo V(), si dimostra che:
1) 

2) 

[bookmark: _GoBack]Dim.1) Poiché B = {e1, e2, …, en} è una base ortonormale di V(), si ha:


      + 
      + ….+
      +
      =  
      =
Dim.2) 


Prop.3.7.7.2 - Se sono due basi ortonormali dello spazio euclideo V(), la matrice P di passaggio dalla base  alla base  è una matrice ortogonale (PT = P-1).
Dim. Dimostriamo tale proprietà nel caso in cui dim() = 2 e siano 
[image: ]
due basi ortonormali di V. 
Sappiamo che la matrice P di passaggio dalla base  alla base  ha per colonne le componenti dei vettori di  calcolate rispetto alla base  e, quindi, supposto che le componenti di  siano


la matrice di passaggio è
[image: ].
Poiché   è per ipotesi una base ortonormale, si ha che: 



Ciò osservato, si ha:
[image: ]
Analogamente, si verifica che  
Dunque, PT = P-1: la matrice di passaggio è ortogonale.
Metodo di ortonormalizzazione di Gram – Schmidt
Osservato che ogni spazio euclideo ha sempre almeno una base, vediamo come sia possibile costruire, a partire da una base qualsiasi, una base ortonormale.
Qui di seguito è descritto il metodo di ortonormalizzazione di Gram – Schmidt, che consente di calcolare, a partire da una base  = {v1, v2, …, vn} qualsiasi, una base ‘ = {e1, e2, …, en} ortonormale.
I passi da eseguire sono i seguenti:
(1° passo) porre u1 = v1 ed [image: ]: 
· 
· 
(2° passo) Si pone u2 = v2 + λ∙e1 e si calcola  in modo tale che . 
Si ha:

Sostituendo tale valore di λ in u2, si ha:
u2 = v2 + λ ∙ e1 =    
Quindi, si pone [image: ]. Si osservi che: 
· ;
· e2 è un versore ortogonale a e1.
Infatti:


· 
· 
(3° passo) Si pone, poi, 
u3 = v3 + λ1∙e1 + λ2∙e2
e si calcolano  in modo tale che 
 ed .
Imponendo tali condizioni, si ha:
(u3[image: ]= 0 e  u3[image: ]= 0) [image: ][image: ]
[image: ][image: ].
Sostituendo tali λ1 e λ2 in u3, si ha: u3 = v3 – (v3[image: ]e1)e1 - (v3[image: ]e2)e2.
Quindi si pone [image: ].  
E’ facile verificare che:
· 
· e3 è un versore ortogonale sia a e1 sia a e2: e3 è il terzo vettore della base   ortonormale da calcolare.
· 
· 
Iterando il procedimento, si calcolano u4, u5, …, un ed e4, e5, …, en, ottenendo in tal modo sia una base ortogonale di V() 
 = {u1, u2, …, un}
sia una base ortonormale di V():
 = {e1, e2, …, en}.


Esempio 1 – Sia  = {v1=(1,1), v2=(2,0)} una base dello spazio R2. Calcolare:
a) una base ortogonale di R2;
b) una base ortonormale di R2.
Soluzione
Preliminarmente, osserviamo che:
· [image: ]: i due vettori non sono ortogonali;
· [image: ] la base non è normale.
Per rendere ortonormale la base  applichiamo il metodo di Gram – Schmidt.
(1° passo) Porre 
[image: ]
(2° passo) calcolare [image: ] e porre [image: ]
[image: ]
[image: ]
Quindi: 
[image: ],
[image: ]
Pertanto, una base ortogonale è
(u1, u2)
e una base ortonormale è
 = (e1, e2).
Esempio 2 - Sia   = {v1=(0,1,1), v2=(2,0,1), v3=(1,-1,0)} una base di R3: ricavare da   una base ortonormale  = {e1, e2, e3} di R3 (ortonormalizzazione di una base).
Soluzione
Preliminarmente calcoliamo la norma di v1 = (0,1,1), v2 = (2,0,1) e v3 = (1,-1,0):
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Applichiamo il metodo di normalizzazione di Gram – Schmidt.
1) [image: ]
2) Ricaviamo v’2 = v2 + λ1∙e1 tale che v’2 sia ortogonale ad e1.
  v’2 ┴ e1[image: ]
  [image: ].
Di conseguenza, poiché:
· [image: ]
· [image: ]
si ha  
[image: ] .
3) Ricaviamo v’3 = v3 + λ1∙e1 + λ2∙e2  tale che v’3 sia ortogonale ad e1 ed e2 
[image: ]
[image: ]
[image: ] v’3 = v3 + λ1∙e1 + λ2∙e2  [image: ]  
[image: ]
· [image: ]
· [image: ]
Quindi: e3 = [image: ] 
È facile constatare che: [image: ]  e  [image: ]
Pertanto la base ortonormale è: Bort= [image: ].
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CAP. 3 - ESERCIZI (SPAZI VETTORIALI, SPAZI EUCLIDEI)
A. Spazi vettoriali e sottospazi vettoriali 
E1 – Verificare che (R,+,*), dove + e * sono le ordinarie operazioni di addizione e moltiplicazione dei numeri reali, è uno spazio vettoriale su R.
E2 – Verificare che (Rn, +, *) è uno spazio vettoriale su R, dove la legge di composizione interna + e la legge di composizione esterna * sono così definite:
(I) [image: ]
[image: ];
(II) [image: ][image: ][image: ].
In particolare, (R2, +, *) e (R3, +, *) sono spazi vettoriali su R, rispetto alle operazioni + e * prima definite.
E3 – Stabilire se l’insieme R2 è uno spazio vettoriale su R rispetto alle operazioni così definite:
[image: ] (I) (x,y) + (x’,y’) = (x+x’, y+y’) e (II) h*(x,y) = (0, h∙y).
Dim. L’insieme R2 con l’operazione + è un gruppo commutativo (prop. SV1 - SV4).
Verifichiamo se l’operazione esterna * verifica le ulteriori 4 proprietà di spazio vettoriale (prop. SV5 - SV8).
(SV5) Proprietà distributiva rispetto alla somma di vettori: h*(v +v’) = [image: ].
· h*(v + v’) = h*(x+x’,y+y’) = (0, h(y + y’)) = (0,hy + hy’)
· [image: ] 
Dunque: h*(v + v’) = [image: ].
(SV6) Proprietà distributiva rispetto alla somma di scalari: (h+k)*v = h*v + k*v.
· (h+k)*v = (h+k)*(x,y) = (0,(h+k)y); 
· h*v + k*v = h*(x,y) +k*(x,y) = (0,hy) +(0,ky) = (0, hy + ky) = (0, (h + k)y).
Dunque:  (h+k)*v = h*v + k*v.
(SV7) Proprietà associativa degli scalari: h.(k*v) = (h∙k).v.
· h*(k*v) = h*(k*(x,y)) = h*(0,ky) = (0,hky);
· (hk)*v = (hk)*(x,y) = (0,h.k.y).
Dunque: h.(k.v) = (h∙k).v.
(SV8) Lo scalare 1 è l’elemento neutro per . : 1. v = v.
· 
1. v = 1. (x,y) = (0,1∙y) = (0,y) [image: ]
Dunque non vale la proprietà (P8): R2, munito di due tali leggi, non è uno spazio vettoriale.
E4 - Stabilire se l’insieme R2 è uno spazio vettoriale rispetto alle operazioni:
(I) (x,y) + (x’,y’) = (x + x’, y + y’),
(II) h*(x,y) = (- h∙x, h∙y), [image: ].
Soluzione
R2 è un gruppo commutativo rispetto all’operazione (I) ma non è uno spazio vettoriale perché non verifica la proprietà (P8), cioè lo scalare 1 non è elemento neutro rispetto all’operazione (II). Infatti:
[image: ].
E5 – Stabilire se il sottoinsieme S dello spazio vettoriale R2 così definito:
[image: ]
è un sottospazio vettoriale di R2.
Soluzione

Ricordiamo che S è un sottospazio di R2 se e solo se: .


Dim.1)  perché 
Dim.2) Siano[image: ]
[image: ][image: ]

Dim.3) Siano [image: ].
Quindi, S è un sottospazio vettoriale di R2.
E6 – Stabilire se il sottoinsieme S dello spazio vettoriale R3 così definito:
[image: ]
è un sottospazio vettoriale di R3.
E7 - Stabilire se il sottoinsieme S così definito:
[image: ]
è un sottospazio vettoriale di R2.
Soluzione 
S non è sottospazio vettoriale perché:
1. il vettore nullo 0 = (0,0) non appartiene ad S;
2. S non è chiuso rispetto all’operazione +:
[image: ];
3. S non è chiuso rispetto all’operazione [image: ]:
    [image: ].
E8.1 - Stabilire se il sottoinsieme S così definito:
[image: ]
è un sottospazio vettoriale di R3.
Soluzione
1) 0=(0,0,0)[image: ];
2) S non è chiuso rispetto all’addizione, perché esistono, ad esempio, v1 = (-2,1,1)[image: ] e v2 = (3,1,1) )[image: ] [image: ] v1 + v2 = (1,2,2) )[image: ].
Poiché S non verifica la seconda condizione di sottospazio, S non è un sottospazio di R3.
E8.2 – Dimostrare che il sottoinsieme V di R4 così definito
V = [image: ]
è un sottospazio di R4(R), V<< R4(R).
Soluzione
Dobbiamo dimostrare che:
1. [image: ]
2. [image: ]
3. [image: ]
Dim. 1 - [image: ] perché almeno 0 = (0,0,0,0) [image: ].
Dim. 2 – Siano [image: ] 
[image: ]
[image: ].
Dim. 3 – Siano [image: ]
[image: ].
Dunque, V << R4(R).
E8.3 – Dimostrare che il sottoinsieme V di M2(R) così definito 
[image: ]
è un sottospazio di M2(R).
Soluzione
Dobbiamo dimostrare che:
1. [image: ]
2. [image: ]
3. [image: ]
Dim. 1 - [image: ] perché almeno 0 = ([image: ]) [image: ].
Dim. 2 – Siano [image: ]
[image: ]
[image: ].
Dim. 3 - Siano [image: ]
[image: ].
Dunque, V è un sottospazio di M2(R).
E8.4 – Calcolare il sottospazio V di R3 generato dai vettori v1 = (-1,0,1) e v2 = (1,1,0). 
Soluzione
Il sottospazio generato da v1 e v2 è: 


Calcoliamo le equazioni cartesiane di V. 

 (eliminando h1 e h2) x = y – z (equazione cartesiana di V).
Dunque: V = L(v1, v2) = [image: ].
B. Dipendenza e indipendenza lineare di vettori
E9 – Dati i vettori di R2, v1 = (1,3), v2 = (2,6) e v3 = (1,1), determinare: 
a) v1 – v2 + 2v3;	b)  2v1 – v2 + v3; 	c) λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 .
Soluzione
a) v1 – v2 + 2v3 = (1,3) – (2,6) + 2(1,1) = (1,3) – (2,6) + (2,2) = (1-2+2, 3-6+2) = (1, -1).
b) 2v1 – v2 + v3 = (2,6) – (2,6) + (1,1) = (1, 1).
c) λ1v1 + λ2v2 + λ3v3 = (λ1,3λ1) + (2λ2,6λ2) + (λ3,λ3) = (λ1 + 2λ2 + λ3,3λ1 +6λ2 + λ3)
E10 – Stabilire, per ciascuno dei seguenti casi, se i vettori di R2 sono linearmente indipendenti o dipendenti:
a) v1 = (-1,0), v2 = (0,-1)
b) v1 = (π,3π), v2 = (1,3)
c) v1 = (1,1), v2 = (2,2), v3 = (-1,3).
Soluzione
a) Per definizione, v1 e v2 sono linearmente indipendenti se 
h1v1 + h2v2 = 0 [image: ].
[image: ]
[image: ].
Dunque, v1 = (-1,0) e v2 = (0,-1) sono linearmente indipendenti.
b) v1 = (π,3π) e v2 = (1,3) sono linearmente dipendenti perché le componenti dei due vettori sono proporzionali, ovvero v1 = π  v2: in tal caso esistono 
(h1 =1, h2 = -π) [image: ]tali che h1v1 – h2v2 = v1 – πv2 = 0.
c) Studiamo h1v1 + h2v2 + h3 v3 = 0 [image: ]
[image: ]
[image: ].
Questo è un sistema omogeneo di due equazioni in tre incognite; le matrici incompleta e completa 
[image: ]  ,  [image: ]
sono tali che rang(A) = rang(A’), essendo tutti nulli gli elementi della quarta colonna di A’.
Poiché il minore estratto di A, a12,23 = [image: ] il sistema è compatibile e ammette ∞3-2 = ∞1 soluzioni, oltre quella banale (0,0,0). 
Dunque, i vettori v1 = (1,1), v2 = (3,3), e v3 = (-1,4) sono linearmente dipendenti.
Osservazione fondamentale
Un metodo alternativo e più rapido per verificare la lineare dipendenza/indipendenza di n vettori è il seguente:
1. si scrive la matrice A avente per colonne le componenti dei vettori; 
2. si calcola il rango r della matrice A;
3. se rang(A) = n, i vettori sono linearmente indipendenti;
4. se rang(A) = r < n, gli n vettori sono linearmente dipendenti e, inoltre, gli r  vettori che formano le colonne del minore estratto diverso da zero sono linearmente indipendenti (massimo numero di vettori l.i).
Nell’esempio precedente v2 e v3 sono due vettori linearmente indipendenti. 
E11 – Siano dati i seguenti insiemi di vettori di R3:
a) S1 = [image: ]
b) S2 = [image: ]
c) S3 = [image: ]
Determinare, per ciascuno di essi, il massimo numero di vettori linearmente indipendenti specificando tale insieme.
Soluzione
a) La matrice avente i vettori disposti per colonna è 
A = [image: ]
Calcoliamo il rango. Un minore del 2° ordine certamente diverso da 0 è
a12,23 = [image: ]
I suoi orlati del 3° ordine, a123,123 e a123,234, sono:
a123,123 = [image: ]poiché ha due righe uguali;
a123,234 = [image: ]poiché ha due righe uguali.
Quindi rang(A) = 2 e poiché il rango (r = 2) è minore del numero di vettori (n = 4), si può dire che:
1. i quattro vettori sono linearmente dipendenti; 
2. il numero massimo di vettori linearmente indipendenti è 2: essi sono i vettori che occupano la II e la III colonna, cioè v2 = (2,0,2) e v3 = (1,1,1).
Osservazione: poiché v2 è proporzionale a v1, si può scegliere anche la coppia v1, v3 come vettori L.I. del sistema di vettori assegnato.
b) La matrice avente i vettori disposti per colonne è 


Essa è una matrice 3x4 (rang(A) = r [image: ]) e poiché una riga è formata da zeri sarà rang(A) = r [image: ]. 


Poiché risulta a13,12 = rang(A) = r = 2 < 4 i quattro vettori sono L.D.
I vettori L.I. sono v1 = (0,0,1) e v2 = (1,0,1) le cui coordinate formano le colonne di a13,12: i vettori v3 e v4 sono L.D. da v1 e v2.  
Infatti: 
v3 = v1 + v2 e v4 = v2 – v1
c) Lo studio di S3 si effettua allo stesso modo.
C.  Base – Dimensione di un sottospazio di Rn
E12 – Verificare che i vettori v1 = (1,0) e v2 = (0,1) di R2, sono una base di R2.
Soluzione
Dobbiamo dimostrare che:
1. [image: ]è un sistema di generatori di R2, cioè che ogni vettore di R2 è esprimibile come combinazione lineare di v1 = (1,0) e v2 = (0,1);
2. [image: ] sono linearmente indipendenti.
Dim. 1 – Sia v = (a,b) il generico vettore di R2 e risolviamo v = h1v1 + h2v2 [image: ]
(a, b) = h1(1,0) + h2(0,1) = (h1, 0) + (h2, 0) = (h1,h2) [image: ]. 
Quindi, [image: ] h1 = a ed [image: ]h2 = b [image: ]v = h1v1 + h2v2, ovvero:
[image: ].
Dim. 2 – Dimostriamo, ora, che v1 = (1,0) e v2 = (0,1) sono linearmente indipendenti.
Poiché la matrice A = [image: ] ha rango 2 e il numero dei vettori è n = 2, essi sono linearmente indipendenti.
Dunque, l’insieme B =[image: ] è una base di R2 e la dimensione di R2 è 2, dim(R2) = 2. 
Tale base B, formata dai vettori (1,0) e (0,1), dicesi base canonica di R2. 
Più in generale, in Rn la base canonica è B=[image: ], dove:
e1 = (1,0,…,0), e2 = (0,1,0,…,0), … , en = (0,0,…,0,1).
Tali vettori ei hanno tutte le componenti uguali a zero ad eccezione della i-ma componente che è uguale a uno.
Inoltre, poiché tale base è ordinata, essa costituisce un riferimento per lo spazio vettoriale Rn. 
E13 – Stabilire se i seguenti sottoinsiemi di R3 sono una base di R3:
a) S1 = [image: ];
b) S2 = [image: ].
Soluzione
a) Dobbiamo dimostrare che S1 è un sistema di generatori di R3 cioè:
[image: ].
Risolvo v = h1v1 + h2v2[image: ]

[image: ]

Quindi, S1 genera solo i vettori di R3 la cui terza coordinata c = b + 2 aS1 non è un sistema di generatori di R3 e di conseguenza S1 non è una base di R3. 
D’altro canto, poiché R3 è uno spazio vettoriale di dimensione 3, ogni base di R3 è costituita da tre vettori e, dunque, l’insieme assegnato non può essere una base essendo formato da due soli vettori.   
b) 
(1) Dobbiamo dimostrare che S2 è un sistema di generatori di R3, cioè:
[image: ].
Risolvo v=h1v1+h2v2+h3v3[image: ]
 [image: ]
[image: ]
Dunque: 


S2 è un sistema di generatori di R3.
(2) Verifichiamo se S2 è un sistema di vettori linearmente indipendenti.
h1v1+h2v2+h3v3 = 0 [image: ][image: ]
[image: ]
Dunque, S2 è un sistema di vettori linearmente indipendenti.
Da (1) e (2) segue che S2 è una base di R3.  
E14 – Nello spazio vettoriale R3, si considerino i vettori v1 = (1,2,1) e v2 = (3,1,0). Calcolare le coordinate, rispetto alla base canonica di R3, dei vettori:
a) v1 + v2
b) v1 - v2
c) 5∙v1
d) 5∙v1 - 3∙v2
Soluzione
a) 
[image: ]
le coordinate del vettore v1 + v2, rispetto alla base canonica, sono (4, 3, 1).
b) 
[image: ]
 le coordinate del vettore v1 - v2, rispetto alla base canonica, sono (-2, 1, 1).
c) [image: ] 
le coordinate del vettore 5∙v1, rispetto alla base canonica, sono (5, 10, 5).
d) 

5∙v1 - 3 v2 = 5∙(1,2,1) – 3(3,1,0) = (5,10,5) – (9,3,0) = (- 4, 7, 5) 

le coordinate del vettore 5∙v1 - 3 v2, rispetto alla base canonica, sono (- 4, 7, 5).
E15 – Nello spazio vettoriale R3 siano dati i vettori w1 = e1 – e3 e w2 = 2e1 + e2, dove [image: ] è la base canonica di R3. Determinare una base e la dimensione del sottospazio W generato da w1 e w2, W = L(w1, w2).
Soluzione
Calcoliamo w1 e w2:
w1 = e1 – e3 = (1,0,0) – (0,0,1) = (1,0,-1); 
w2 = 2e1 + e2 = (2,0,0) + (0,1,0) = (2,1,0);
Poiché i vettori w1 e w2 non sono proporzionali, essi sono un sistema di generatori di W linearmente indipendenti; pertanto, [image: ] è una base di W ed è dim(W) = 2.
E16 – Dati i vettori dello spazio vettoriale R4 
v1 = (1,2,-1,0)	v2 = (1,0,0,0),	v3 = (3,4,-2,0)	v4 = (1,2,0,1),
determinare una base e la dimensione dei seguenti sottospazi:
a) W1 = L(v1,v2,v3);
b) W2 = L(v1,v2,v4);
c) W3 = L(v1,v2,v3,v4);
Soluzione
a) Studiamo la lineare dipendenza/indipendenza del sistema di generatori  [image: ]
Calcoliamo il rango della matrice A = [image: ], di tipo 43.
Il minore estratto a12,12 = [image: ]. 
Gli orlati del 3° ordine di  a12,12 sono a123,123 e a124,123:
a123,123 = [image: ] poiché la II riga e la III riga sono proporzionali;
a124,123 = [image: ] poiché l’ultima riga è formata da zeri.
Quindi, rang(A) = 2 [image: ] ; una base di W1 è B1 = [image: ] così che
W1 = L(v1,v2,v3) = L(v1,v2).
Calcoliamo il sottospazio W1 generato da v1 e v2. Per definizione:








 





Per b) e c), procedendo allo stesso modo, si ha:
dim(W2) = 3 e una base è B2 = [image: ].
dim(W3) = 3 e una base è  B3 = [image: ].
Poiché  B2 = B3 [image: ].
E16.1 – Dati i vettori dello spazio vettoriale R3 
v1 = (1,0,1)	v2 = (1,0,0),	v3 = (0,1,-1)
1) verificare che = [image: ] è una base di R3; 
2) calcolare le coordinate del vettore v = (1,1,1) rispetto alla base .
Soluzione
1) Consideriamo la matrice A = [image: ].
Poiché det(A) = 1[image: ]i tre vettori sono l.i e quindi [image: ]B  è una base di R3.
2) Calcoliamo le coordinate di v = (1,1,1) rispetto alla base .
Se indichiamo con (x,y,z) le coordinate di v rispetto alla base  per definizione  deve aversi:
[image: ]
[image: ].
Dunque, v ha coordinate (2, -1, 1) rispetto alla base .
E16.2 – Nello spazio vettoriale R4 è data la base  = {u1, u2, u3, u4}. 
1. Verificare che i vettori 
v1 = u1 – u4, v2 = u2 + u3, v3 = - u2 + u4 , v4 = u3
costituiscono una base ’ di R4;
2. determinare le coordinate di v = u1 + u3 + u4 rispetto alla base ’ = {v1, v2, v3, v4}.
Soluzione
Dim. 1 – Per verificare che i 4 vettori sono una base di R4 è sufficiente dimostrare che essi sono L.I., poiché dim(R4) = 4. 
Dalla relazione
[image: ]
[image: ]

Dunque, v1 = u1 – u4, v2 = u2 + u3, v3 = - u2 + u4 , v4 = u3 sono L.I. B’ = {v1, v2, v3, v4} è una base di R4.
Dim. 2 – Le coordinate di v = u1 + u3 + u4, rispetto alla base B’, sono i coefficienti della combinazione lineare di v mediante i vettori di B’. 
Calcoliamo tali coefficienti:

[image: ]=[image: ][image: ]
[image: ]
Dunque, le componenti di v = u1 + u3 + u4 rispetto alla base  = {v1,v2, v3,v4} sono (1,2,2,-1):  [image: ].
D. Ricerca di una base di un sottospazio di Rn
E17 – Determinare una base e la dimensione del sottospazio W di R4 generato dai vettori v1 = (1,2,-1,0), v2 = (1,0,0,0), v3 = (3,4,-2,0) e v4 = (1,2,0,1).
Soluzione
La dimensione del sottospazio W = L(v1, v2, v3, 	v4) è uguale al rango della matrice A, dim(W) = rang(A), dove 
A = [image: ].
Poiché det(A) = [image: ]
[image: ].
Si ha poi che il minore del terzo ordine 
a134,123 = [image: ]
[image: ]dim(W) = dim L(v1, v2, v3, v4)  = 3 e una base di W è B = [image: ]. 
E18 – Stabilire se il vettore v = (1,3,- 4,5) appartiene al sottospazio U di R4, generato dai vettori v1 = (1,0,2,-1) e v2 = (1,1,0,1).
Soluzione
Ricordiamo che [image: ](v, v1, v2) sono L.D. ovvero se  il rango della matrice A, formata dai tre vettori, è minore di 3, r(A) < n = 3.

Calcoliamo il rango di .

Poiché il minore estratto del 2° ordine a12,12 =  e poiché, com’è facile verificare, tutti gli orlati del 3° ordine, a123,123 e a124,123, sono nulli, si deduce che i tre vettori sono L.D. e, quindi, v dipende linearmente da v1 e v2 [image: ] 
E19 – Determinare per quale valore del parametro reale k i tre vettori v1 = (1,2k,0), v2 = (2,1,3k) e v3 = (1,0,2) costituiscono una base di R3. 
Soluzione
Affinché i tre vettori siano una base di R3, essi devono essere L.I.[image: ].
Poiché: det(A) = [image: ]
[image: ] per [image: ]rang(A) = 3 ,[image: ]  e [image: ]
Dunque, i tre vettori v1 = (1,2k,0), v2 = (2,1,3k) e v3 = (1,0,2) sono una base di R3, [image: ] [image: ]
E20.1 – Dati i seguenti vettori dello spazio vettoriale R5(R) 
v1 = (1,1,0,1,3)	v2 = (0,0,1,0,1)	v3 = (0,1,3,1,0)
verificare che essi sono L.I. e determinare una base di R5 che li contenga.
Soluzione
Per verificare che sono L.I. basta verificare che il rango della matrice 


è uguale a 3.

Infatti, poiché a123,123 =  e i vettori sono L.I.
Per determinare una base di R5 contenente i tre vettori assegnati, aggiungiamo ai tre vettori dati due vettori della base canonica in modo da ottenere un sistema di 5 vettori L.I.: se scegliamo i vettori e4 = (0,0,0,1,0) ed e5 = (0,0,0,0,1) è facile verificare che (v1, v2, v3, e4, e5) sono L.I. e quindi costituiscono una base di R5.
E20.2 – Dati i vettori di R4  
v1 = (1,0,k,1), v2 = (1,0,0,k), v3 = (1,0,0,-k), v4 = (1,1,1,0), con k [image: ] R,
1. determinare la dimensione del sottospazio Vk generato da (v1 , v2, v3, v4),  al 
 variare di k;
2. Per k = 0, stabilire se il vettore v = (1,0,1,1) appartiene a V0.
Soluzione
1. La dimensione del sottospazio Vk è uguale al rango della matrice Ak avente per righe i vettori v1 , v2, v3, v4:

.
Calcoliamo il rango di Ak. 

. 
a) [image: ]rang(Ak) = dim(Vk) = 4
b) Per k = 0: [image: ]. 
Poiché [image: ]rang(A0) = dim(V0) = 3 [image: ]
 v1, v2, v4   sono tre vettori L.I. di V0, dunque una base di V0. 
2. Verifichiamo se v = (1,0,1,1) [image: ]v è una combinazione lineare di v1, v2, v4[image: ](v, v1, v2, v4) sono L.D.
Poiché


 rang(A) = 4  (v, v1, v2, v4) sono L.I. [image: ].
E20.3 – Dati i vettori u1 = (-1, 0,1) e u2 = (1,1,0) di R3, calcolare:
1. Il sottospazio U di R3 generato da v1 e da v2, U = L(u1 = (-1, 0,1), u2 = (1,1,0))
2. Una base e la dimensione del sottospazio vettoriale U
3. Verificare se w = (-2, 2,1)[image: ]
4. Calcolare per quale valore di h il vettore w’ = (h, -h, 1)[image: ]
Soluzione
1. Per definizione U = [image: ][image: ]
[image: ]
Dunque: U = {[image: ]} = {(y-z, y, z)}.
2. Calcoliamo una base e la dimensione di U.
Poiché la matrice A = [image: ]ha rango 2, i vettori u1 = (-1, 0,1) e u2 = (1,1,0) sono un sistema di generatori L.I. e quindi sono una base di U, B = { u1, u2 }.
La dimensione di U è dim(U) = 2. 
3. Sostituendo le coordinate di w nell’equazione di U si ha:
-2 = 2 - 1[image: ].
4. Imponendo che w’ [image: ], si ha:
h = -1 – h [image: ].
E20.4 – Stabilire se i sottospazi U1 = L(u1 = (1,1,1), u2 = (2,1,0)) e U2 = L(v1 = (1,-1,-1), v2 = (0,1,1)) di R3 coincidono.
Soluzione
Per dimostrare che U1 = U2 basta riconoscere che:
1. dim(U1) = dim(U2);
2. i vettori della base di uno dei due sottospazi, ad esempio di U1, sono L.D. dai vettori della base di U2: in tal caso la base di U1 appartiene ad U2 e può considerarsi base di U2, così che U1 = U2.
Dim. 1  
· Studiamo la L.D./L.I. di u1 = (1,1,1), u2 = (2,1,0):
Sia A = [image: ]: poiché a12,12 =1 - 2 = -1[image: ]rang(A) = 2 = n[image: ]sono L.I.[image: ] { u1 = (1,1,1), u2 = (2,1,0)} è una base di U1 e dim(U1) = 2.
· Studiamo la L.D./L.I. di v1 = (1,-1,-1), v2 = (0,1,1):
Sia A’ = [image: ]: poiché a12,12 =1-0 = 1[image: ]rang(A’) = 2 = n[image: ] sono L.I.[image: ] { v1 = (1,-1,-1), v2 = (0,1,1)} è una base di U2 e dim(U2) = 2.
Dunque, dim(U1) = dim(U2).
Dim. 2 – Consideriamo la matrice formata dai vettori u1,u2, v1, v2:


Se rang(A) = 3, i vettori sono L.I. sono solo tre e questo vuol dire che uno dei vettori della base di U1 non appartiene ad U2 e quindi U1 è diverso da U2, se invece rang(A) = 2 , i vettori L.I. sono solo due e ciò comporterebbe che i vettori della base di U1 apparterebbero a U2  e, quindi, sarebbe  U1 = U2.
Calcoliamo il rango di A.
Poiché a12,12 = 1 - 2 = -1 e l’orlato a123,123 = [image: ] [image: ][image: ].
E. Cambiamento di Base
E21.1 - Siano  = (b1 = (1,0), b2 = (0-1)) e  = (b’1 = (-1,1),b’2 = (-1,0)) due basi di R2. Calcolare:
1) Le componenti del vettore v = (1,1) rispetto alla base ;
2) Le componenti del vettore v = (1,1) rispetto alla base ’;
3) Calcolare la matrice P di passaggio dalla base  alla base ’;
4) Scrivere le equazioni del cambiamento dalla base  alla base ’;
5) Verificare che le componenti di v rispetto alla base ’ ottenute al punto (2) coincidono con le componenti che si ottengono applicando le equazioni del cambiamento di base calcolate nel punto (4).
Soluzione
1) Calcoliamo le componenti di v = (1,1) rispetto alla base :
[image: ]
[image: ]v ha componenti (1,-1) rispetto alla base .
2) Calcoliamo le componenti di v = (1,1) rispetto alla base ’:
[image: ]
[image: ]v ha componenti (1,-2) rispetto alla base ’.
3) Calcoliamo le componenti dei vettori di ’ rispetto alla base .
· [image: ]
· [image: ]
Quindi, la matrice di passaggio dalla base  alla base ’ è:
[image: ]
e l’equazione matriciale per il cambiamento di base, da  a ’, è:
[image: ]
4) Le equazioni del cambiamento di base sono:
[image: ]
5) Calcoliamo le componenti del vettore v rispetto alla base ’ utilizzanzo le formule della (4):
[image: ]
Tali componenti sono le stesse di quelle ottenute al punto (2).
E21.2 – Nello spazio vettoriale R3 sono dati i seguenti vettori:
v1 = (2,-1,1)	v2 = (1,0,-1)	 v3 = (0,1,2)
a) Verificare che ’ = [image: ] è una base di R3.
b) Scrivere le equazioni del cambiamento di coordinate e la matrice del 
cambiamento dalla base canonica alla base ’;
c) determinare le coordinate del vettore u = (1,1,1) rispetto alla base ’;
d) dire se le basi sono equiverse o controverse.
Svolgimento
a) Per dimostrare che  = [image: ] è una base di R3 basta verificare che i tre vettori sono L.I. ovvero che il determinante della matrice formata dalle coordinate dei tre vettori è non nullo:
[image: ].
b) Le relazioni che legano le coordinate del generico vettore v [image: ] rispetto alle basi  e  ’ sono date in forma matriciale da 
X = A ∙ X’
dove 
· X rappresenta la matrice colonna delle coordinate di v rispetto a B,
· X’ rappresenta la matrice colonna delle coordinate di v rispetto a B’,
· A è la matrice del cambiamento di base le cui colonne sono le coordinate dei vettori della base ’ rispetto alla base .
In questo caso, poiché la base  è quella canonica, le coordinate dei vettori di ’ rispetto a B sono quelle assegnate. Dunque:
1. La matrice del cambiamento di base è 
A = [image: ]
2. L’equazione matriciale del cambiamento di base è:
[image: ][image: ]∙[image: ]
c) Calcoliamo le coordinate di u = (1,1,1) rispetto alla base .
Utilizzando le formule del cambiamento di base, (b.2), si ha:
[image: ] .
d) Ricordiamo che due basi  e  si dicono equiverse (o orientate concordemente) se det(A) > 0, mentre si dicono controverse (o orientate discordemente) se det(A) < 0 , dove A è la matrice di passaggio dalla base B alla B’.
Nel nostro caso, poiché det(A) = 5 > 0, le basi  e  sono equiverse.  
E22 – Nello spazio vettoriale R3, sono dati i seguenti vettori:
u1 = (1,1,1), u2 = (0,0,1), u3 = (1,0,1), u4 = (1,0,0), u5 = (2,1,2).
a) Verificare che  = {u1 , u2 , u3 }  e ’ = { u3 , u4 , u5 } sono due basi di R3.
b) Scrivere la matrice del cambiamento di base da  a ’ e da ’ a .
c) Determinare le coordinate del vettore v = u1 + u2 + u3 sia rispetto alla base  sia rispetto alla base .
Soluzione
a) Per verificare che B è una base di R3 è sufficiente verificare che la matrice A avente per righe (o colonne) i vettori u1, u2 e u3, è non singolare:
det(A) = [image: ].
Analogamente, per verificare che B’ è una base di R3 è sufficiente verificare che la matrice A’ avente per righe (o colonne) i vettori u3, u4 e u5, è non singolare:
            det(A’) = [image: ].
Dunque,  e  sono due basi di R3.
b) Poiché la matrice del cambiamento di base da B a B’ è, per definizione, la matrice che per colonne le componenti dei vettori (u3,u4,u5) di B’ rispetto alla base B, calcoliamo dapprima tali coordinate:
 u3 = xu1 + yu2 + zu3[image: ];
analogamente:
u4 = xu1 + yu2 + zu3[image: ]
[image: ];
infine:
u5 = xu1 + yu2 + zu3[image: ]
[image: ].
Quindi, le coordinate dei vettori della base ’, rispetto alla base , sono:
u3 = (0,0,1), u4 = (0,-1,1), u5 = (1,0,1)
e la matrice del cambiamento di base da  a ’ è:
[image: ].
La matrice del cambiamento di base da ’ a  è l’inversa della matrice [image: ]:
A’ = A-1. 
Applicando il metodo dell’aggiunta, si ha:
[image: ]
dove:
(-1,0,1) sono le coordinate di u1 nella base B’;
(1,-1,0) sono le coordinate di u2 nella base B’;
(1,0,0) sono le coordinate di u3 nella base B’.
c) Poiché v = u1 + u2 + u3 [image: ] nella base , essendo (1,1,1) i coefficienti della combinazione. 
Calcoliamo, ora, le coordinate di v nella base B’, utilizzando le formule del cambiamento di base date da:
X’ = A-1∙X
Esplicitando tale relazione matriciale, si ottiene:
[image: ][image: ]nella base ’.
E23 – Dato il sottoinsieme U di R4 così definito
[image: ]
1. Dimostrare che U è un sottospazio vettoriale di R4
2. Calcolare un sistema di generatori di U
3. Calcolare una base ’ e la dimensione di U
4. Verificare che u = (2,-2,3,-4)[image: ]U
5. Calcolare le coordinate di u = (2,-2,3,-4) rispetto alla base ’.
6. Calcolare la matrice di trasformazione e le equazioni della trasformazione dalla base canonica  = {e1, e2} alla base ’ = {u1, u2}.
Soluzione
1. U è sottospazio di R4 se e solo se:
a) U[image: ]: ovvia perché almeno 0 = (0,0,0,0) [image: ]U;
b) [image: ].
Infatti, se u, u’ [image: ]U si ha:
[image: ]
 [image: ].
2. [image: ].
[image: ]
[image: ].
Dunque, U è un sottospazio vettoriale di R4.
Inoltre, osserviamo che U = {(x,y,z,t)[image: ]} ={(x, - x, z, - 2x}.
3. Calcoliamo un sistema di generatori di U.
[image: ]
[image: ].
Detti u1 = (1,-1,0,-2) e u2 = (0,0,1,0), poiché ogni vettore di U è una combinazione di  u1 = (1,-1,0,-2) e u2 = (0,0,1,0), si ha che U è il sottospazio generato da  u1 e u2, U = L (u1 , u2).
4. Studiamo la lineare dipendenza/indipendenza di u1 e u2.
La matrice associata ai due vettori è A = [image: ].
Poiché esiste il minore estratto a12,23 = [image: ] rang(A) = 2 = n, quindi i due vettori u1 e u2 sono L.I. e  = { u1 , u2 } è una base di U.
Poiché  dim(U) = 2 < dim(R4) = 4, U è un sottospazio proprio di R4.
5. Verifichiamo che u = (2,- 2, 3, -4)[image: ].
Infatti: [image: ]
6. Calcoliamo le coordinate di  u = (2,- 2, 3, -4) rispetto alla base ’ = {u1, u2}, ovvero calcoliamo [image: ].
Risolviamo [image: ]
[image: ]
Quindi, poiché u = 2∙u1 + 3∙u2, le coordinate di u rispetto a  sono 2 e 3: u = (2,3) .
7. Ricordiamo che la matrice P di passaggio dalla base  = {e1,e2} alla base  = {u1,u2} ha per colonne le coordinate di u1 e u2 rispetto a  ovvero:
u1 = (1,-1) e u2 = (0,0).
La matrice di passaggio è:
P = [image: ]
E le equazioni di passaggio, in forma matriciale, sono date da:
[image: ][image: ]∙[image: ].
E24.1 – Dato il sottoinsieme U = [image: ]:
1. Dimostrare che U è un sottospazio vettoriale di R4
2. Calcolare un sistema di generatori di U
3. Calcolare una base B’ e la dimensione di U
4. Calcolare le coordinate del vettore u = (1,1,1,1) rispetto alla base ’
5. Calcola la matrice P di passaggio dalla base  = {e3, e4) alla base ’. 
Soluzione
Dim. (1) 
a) U [image: ] perché almeno 0 = (0,0,0,0)[image: ]
b) Dimostriamo che [image: ]
[image: ]
c) Dimostriamo che [image: ]
[image: ]
Dunque, U è un sottospazio di R4.
Dim. (2) – Calcoliamo un sistema di generatori di U. 
Poiché [image: ]
[image: ],
si ha che u1 = (1,1,0,0) e u2 = (0,0,1,1) è un sistema di generatori di U, U = L(u1, u2).
Dim. (3) – Verifichiamo se i vettori u1 = (1,1,0,0) e u2 = (0,0,1,1) sono L.I.
Poiché la matrice formata dalle componenti di u1 e u2 



ha rango uguale a 2, a13,12 = , i vettori u1 e u2 sono L.I. e quindi il sistema di generatori è una base di U,  = {u1, u2}.
La dimensione di U è 2.
Dim. (4) – Calcoliamo le coordinate di u = (1,1,1,1) [image: ] U rispetto alla base 
Risolvo: u = x∙u1 + y∙u2 [image: ]
[image: ].
Quindi, le coordinate di u rispetto a u1 e u2 sono (1,1), u = (1,1).
Dim. (5) – Sia  = {e3, e4} e sia ’ = {u1, u2}. 
Poiché le coordinate di u1 e di u2 rispetto a {e3, e4} sono: u1 = (0,0) e u2 = (1,1), si ha che la matrice P di passaggio da  a ’ è:
P = [image: ]
 e l’equazione matriciale di passaggio è:
[image: ][image: ].
E24.2 – Dato l’insieme U = [image: ]:
1. Dimostrare che U è un sottospazio vettoriale di R2
2. Calcolare un sistema di generatori di U
3. Calcolare una base  e la dimensione di U
4. Calcolare le coordinate del vettore u = (1,2) rispetto alla base .

F. Operazioni con i sottospazi
 (Il Sottospazio intersezione, il sottospazio somma e il sottospazio complementare)
F1 – Siano U = [image: ] e W = [image: ] due sottospazi di R3. Determinare:
a) una base e la dimensione di U e W;
b) i sottospazi [image: ]e U + V.
Soluzione
a)  
1) Calcoliamo una base e la dimensione di U. 
[image: ][image: ]
[image: ] 
Detti u1 = (-1,1,0) e u2 = (1,0,1), essi sono due generatori di U che si dimostrano essere L.I.
Dunque, una base di U è U ={u1 =(-1,1,0),  u2 = (1,0,1)} e dim(U) = 2.
2)  Calcoliamo una base e la dimensione di W. 
[image: ][image: ][image: ][image: ]
[image: ].
Detti w1 =(1,1,0) e w2 = (0,0,1), essi sono due generatori di W che si dimostrano essere L.I.
Dunque: una base di W è W = {w1 =(1,1,0), w2 = (0,0,1)} e dim(W) = 2.
b1) Calcoliamo il sottospazio intersezione [image: ].
[image: ]
[image: ][image: ].
Detto v = (1,1,2), si ha che [image: ] ha un sistema di generatori formato dal solo vettore v [image: ], [image: ]= L(v = (1,1,2)), e di conseguenza dim([image: ]) = 1 e una base è 
  = {v = (1,1,2)}.
b2) Calcoliamo il sottospazio somma U + W.  
Poiché una base di U è 
U = {u1 = (-1,1,0), u2 = (1,0,1)},
e poiché una base di W è 
W   = {w1 = (1,1,0), w2 = (0,0,1)},
si ha che 
{ = (-1,1,0), u2 = (1,0,1), w1 = (1,1,0), w2 = (0,0,1)}
è un sistema di generatori di U + W.
Quindi: U + W = L(u1 = (-1,1,0), u2 = (1,0,1), w1 = (1,1,0), w2 = (0,0,1)).
Studiamo la L.D./L.I. di tale sistema di generatori del sottospazio U + W.
Considerata la matrice 
A = [image: ]
che ha le righe formate dalle componenti dei 4 vettori generatori, poiché
a12,12 = [image: ];  (rang(A)
a123,123 =rang(A) = 3 < n = 4 [image: ]
u1 = (-1,1,0), u2 = (1,0,1), w1 = (1,1,0), w2 = (0,0,1) sono L.D e poiché a123,123 [image: ], si ha che u1, u2 e w1 sono L.I. così che:  
· dim(U + W) = 3  
· una base di U + W è  = {u1 = (-1,1,0), u2 = (1,0,1), w1 = (1,1,0)}.
Inoltre, poiché dim(U + W) = 3 [image: ]. 
F2 – Nello spazio vettoriale R4 si considerino i sottospazi:
[image: ]  e W = L(w1, w2, w3)
dove w1 = (1,2,0,1), w2 = (1,0,1,1), w3 = (1,1,-1,1).
Determinare:
a) una base di U e di W;
b) i sottospazi U + W e U [image: ]W;
c) per quale valore dei parametri h e k il vettore v = (k+1,k,1,h+k) appartiene a U[image: ]W.
Soluzione
a) Determiniamo una base di U. Dall’equazione x = y + z + t:
· per y = 1, z = 0, t = 0  si ha x = 1[image: ]
· per y = 0, z = 1, t = 0  si ha x = 1[image: ]
· per y = 0, z = 0, t = 1  si ha x = 1[image: ]
Quindi una base di U è  U = {u1, u2, u3} e dim(U) = 3.
Per determinare una base di W, studiamo la L.D./L.I. del sistema di generatori di W e per questo studiamo il rango della matrice 
A = [image: ].
a12,12 = [image: ];
a123,123 = [image: ]
i tre vettori w1 = (1,2,0,1), w2 = (1,0,1,1), w3 = (1,1,-1,1) sono L.I. e dunque formano una base di W:
 W = {w1, w2, w3} e dim(W) = 3.
b) Calcoliamo i sottospazi U + W e U [image: ]W.
Un sistema di generatori di U + W è dato dall’insieme dei vettori di  U e  W, cioè: 
U + W = L(u1, u2, u3, w1, w2, w3).
Tali vettori sono sicuramente L.D. e, tra essi, al massimo 4 sono L.I. 
Determiniamo, quindi, quanti e quali sono fra essi i vettori L.I. 
Considerata la matrice A = [image: ], si ha:
a1234,1234 = [image: ]
rang(A) = 4 e quindi 4 sono i vettori L.I. 
Essi sono: u1, u2, u3, w1 [image: ] BU+W = {u1, u2, u3, w1}.
Infine, poiché dim(U + W ) = 4 [image: ]U + W = R4.
Calcoliamo, ora, il sottospazio U [image: ]W e per questo troviamo prima le equazioni di W.
Sia w = (x,y,z,t) [image: ]sono L.D. [image: ]
[image: ]
[image: ].
Quindi:
W = [image: ]
e
[image: ].
Per la relazione di Grassmann si ha:
dim(U [image: ]W) = dim(U) + dim(W) – dim(U + W) = 3 + 3 – 4 = 2 .
c) Imponiamo che v = (k+1, k,1, h + k) [image: ] U [image: ]W; deve essere:
[image: ] .
F3 – Nello spazio vettoriale R4, determinare un sottospazio supplementare del sottospazio [image: ]L((1,2,-1,1), (0,1,2,1)) in R4.
Soluzione
Innanzitutto verifichiamo che u1 = (1,2,-1,1) e u2 = (0,1,2,1), generatori di U, sono L.I. e quindi una base di U. Infatti, considerata la matrice 
[image: ]
poiché a12,12 = [image: ] e i due vettori sono L.I. e costituiscono una base di U.
Per determinare un sottospazio supplementare di U, completiamo la base di U in modo da ottenere una base di R4: se u3 e u4 sono i vettori che completano la base di U, allora il sottospazio U’ = L(u3, u4) è un sottospazio supplementare di U. 
Ricorda che U e U’ sono sottospazi supplementari di R4 se
[image: ]
o, equivalentemente, se 
[image: ].
A tal fine, scegliamo come vettori che completano la base di U, i vettori
u3 = e3 = (0,0,1,0) e u4 = e4 = (0,0,0,1).
Poiché:
[image: ]
i 4 vettori u1, u2, u3 e u4 costituiscono una base di R4 e di conseguenza un sottospazio supplementare di U è 
U’ = L(u3, u4) = L((0,0,1,0),(0,0,0,1)).
F4 – Date le matrici 
,


Soluzione
a) 
=





b) 










dim(U) = 2.
F5 – Nello spazio vettoriale  determinare un sottospazio supplementare del sottospazio  ).
Soluzione
Un sottospazio supplementare di U è un sottospazio U’ tale che: 

Utilizziamo il metodo del completamento delle basi per ottenere una base di dimensione 4 a partire dalla base di U, con  .
Considero la matrice osservo che: 
 sono L.I:;
quindi, considero la matrice  e osservo che 
 sono L.I.
Lo spazio supplementare di U è:


G. Autovalori, Autovettori, Autospazi
G1 – Determinare autovalori e autospazi della matrice A = [image: ] e stabilire se A è una matrice diagonalizzabile. In caso affermativo, si determini una matrice che diagonalizza la matrice A.
Soluzione
Siano [image: ] e [image: ], con X [image: ]. Imponiamo che [image: ]sia un autovalore ed X un autovettore di A [image: ]
[image: ](1)
Poiché deve essere X[image: ], il sistema omogeneo deve ammettere soluzioni non banali e ciò impone che il determinante dei coefficienti sia uguale a zero:
[image: ]
[image: ]
Dunque, la matrice A ha tre autovalori reali e distinti, di molteplicità algebrica uguale a uno 1: 
ma(1) = 1, ma(-1) = 1,  ma(2) = 1.
Calcoliamo gli autospazi associati a ciascun autovalore.
1. Calcoliamo Vλ1, dove λ1 = 1.
Sostituendo [image: ] nel sistema (1), si ha: 
[image: ]
Quindi, l’autospazio Vλ1 relativo all’autovalore [image: ] è 
[image: ], con dim(Vλ1)=1.
Pertanto: [image: ]
2. Calcoliamo Vλ2, dove λ2 = -1
Sostituendo [image: ] nel sistema (1), si ha: 
[image: ].
Risolviamo il sistema. Poiché
[image: ] e il sistema ammette ∞1 soluzioni che si ottengono considerando le prime due equazioni nelle due incognite x1 e x2; si ha:
[image: ]
Quindi, l’autospazio Vλ2 relativo all’autovalore [image: ] è: 
[image: ],con dim(Vλ2)=1.
Pertanto: [image: ]
3. Calcoliamo Vλ3, dove λ3 = 2.
Sostituendo [image: ] nel sistema (1), si ha: 
[image: ].
 Risolviamo il sistema. Poiché
[image: ] e il sistema ammette ∞1 soluzioni che si ottengono considerando le prime due equazioni nelle due incognite x1 e x2; si ha:
[image: ]
Quindi, l’autospazio Vλ3 relativo all’autovalore [image: ] è: 
[image: ], con dim(Vλ3)=1.
Pertanto: [image: ]
Poiché la matrice A ammette autovalori distinti che hanno molteplicità algebrica uguale alla molteplicità geometrica, la matrice A è diagonalizzabile.
Una matrice che diagonalizza A  è la matrice P che ha per colonne gli autovettori associati agli autovalori:
[image: ].
La matrice diagonale D simile ad A è 
[image: ].
avente per diagonale gli autovalori di A.
G2 – Determinare autovalori e autospazi della matrice A = [image: ] e stabilire se A è diagonalizzabile. 
In caso affermativo, si determini una matrice che diagonalizza la matrice A.
Soluzione
Siano [image: ] e [image: ], con X [image: ]. Imponiamo che [image: ]sia un autovalore ed X un autovettore di A: 
[image: ]
Affinché tale sistema omogeneo ammetta una soluzione non banale (X[image: ]0) deve essere il determinante della matrice dei coefficienti uguale a zero:
[image: ] 
Quindi, la matrice A ha due autovalori distinti:
· λ = 1 con molteplicità algebrica 2, ma(1) = 2
· λ = 3 con molteplicità algebrica 1, ma(3) = 1
Calcoliamo gli autospazi relativi a ciascun autovalore.
1. Calcoliamo Vλ1, dove λ1 = 1.
Sostituendo [image: ] nel sistema (1) [image: ] , si ha: 
[image: ]
Quindi, l’autospazio Vλ1 relativo all’autovalore [image: ] è 
[image: ]con dim(Vλ=1) = 2 [image: ]
2. Calcoliamo Vλ3, dove λ3 = 3.
Sostituendo [image: ] nel sistema (1) [image: ], si ha: 
[image: ].
 Quindi, l’autospazio Vλ3 relativo all’autovalore [image: ] è: 
[image: ], con dim(Vλ3)=1.
Pertanto: [image: ]
Poiché la matrice A ammette due autovalori distinti che hanno molteplicità algebrica uguale alla molteplicità geometrica, la matrice A è diagonalizzabile.
Una matrice che diagonalizza A è la matrice P che ha per colonne tre autovettori dei quali due associati all’autovalore λ = 1 e uno associato  all’ autovalorie λ = 3.
Due autovettori associati a λ = 1 sono
[image: ]
mentre un autovettore associato a λ = 3 è
[image: ].
Di conseguenza, una matrice che diagonalizza A  è 
[image: ].
e la matrice diagonale D, simile ad A, è [image: ].
G3 – Calcolare autovalori, autovettori e autospazi della seguente matrice:
[image: ]
e stabilire se essa è diagonalizzabile. 
In caso affermativo, calcolare la matrice che diagonalizza A.
Soluzione
Gli autovalori della matrice A si ottengono risolvendo l’equazione caratteristica P(λ) = 0 
[image: ]
[image: ]
Le soluzioni sono: [image: ],  [image: ],  [image: ].
La matrice A ha tre autovalori distinti di molteplicità algebrica 1:
ma(1) = 1, ma(-1) = 1, ma(2) = 1.
Calcoliamo gli autovettori relativi a ciascun autovalore.
1) λ1 = 1.
Se X è un autovettore relativo a λ1 = 1, deve aversi:
AX = 1∙X [image: ][image: ]
[image: ][image: ] (generico autovettore associato a λ1 = 1).
Calcoliamo l’autospazio relativo a λ1 = 1:
[image: ].
La dimensione di V(1) = 1[image: ]: dunque, ma(λ=1) = mg(λ=1)= 1.
2) λ2 = -1.
Se X è un autovettore relativo a λ2 = -1, deve aversi: A∙X = - X [image: ]
 [image: ]
[image: ] (generico autovettore associato a λ2 = -1).
Calcoliamo l’autospazio relativo a λ2 = -1:
[image: ].
La dimensione di V(-1) = 1[image: ]: dunque, ma(λ = -1) = mg(λ = -1) = 1.
3) λ3 = 2.
Se X è un autovettore relativo a  λ3 = 2, deve aversi: AX = 2 ∙ X [image: ]
 [image: ]
[image: ] (generico autovettore associato a λ3 = 2).
Calcoliamo l’autospazio relativo a λ3 = 2:
[image: ].
La dimensione di V(2) = 1[image: ]: dunque, ma(λ = 2) = mg(λ = 2) = 1.
Poiché la matrice A ha autovalori tutti reali con molteplicità algebrica uguale a quella geometrica, la matrice A è diagonalizzabile:
· una matrice che diagonalizza A è: P = [image: ]; 
· una matrice diagonale simile ad A è: D = [image: ]
(matrice diagonale degli autovalori).
G4 - Calcolare autovalori, autovettori e autospazi della seguente matrice
[image: ]
e stabilire se A è diagonalizzabile. In caso affermativo, si determini una matrice che diagonalizza la matrice A.
Risoluzione
Gli autovalori della matrice A si ottengono risolvendo l’equazione caratteristica 
P(λ) =0 [image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Dunque, l’equazione caratteristica di A è un’equazione di 3° grado avente tre radici reali, λ1 = 0 di molteplicità algebrica ma(λ = 0) = 1 e λ2 = 3 di molteplicità algebrica ma(λ = 3) = 2.
Calcoliamo gli autovettori relativi a ciascun autovalore.
a) λ1 = 0.
Se X è un autovettore relativo a  λ1 = 0, deve aversi: AX = λ1·X [image: ] 
[image: ][image: ].
Poiché nella matrice dei coefficienti 
C = [image: ]
è a12,12 = [image: ] per cui il sistema ammette ∞3-2 = ∞1 soluzioni. 
Calcoliamo tali soluzioni:
[image: ][image: ]
Quindi, il generico autovettore relativo a  λ1 = 0 è X = [image: ], e l’autospazio associato a tale autovalore è:
Vλ=0 = [image: ][image: ].
Poiché dim(Vλ=0) = 1 [image: ]
b) λ2 = 3.
Se X è un autovettore relativo a  λ2 = 3, deve aversi:
AX = 3∙X [image: ][image: ]
[image: ]
Quindi, il generico autovettore relativo a λ2 = 3 è 
X = [image: ],
e l’autospazio associato a tale autovalore è:
Vλ=0=[image: ]
[image: ]
Poiché dim(Vλ=3) = 2 [image: ]
Poiché la matrice A ha autovalori tutti reali con molteplicità algebrica uguale a quella geometrica, essa è diagonalizzabile.
La matrice che diagonalizza A è:
[image: ]
(le colonne della matrice P sono autovettori di A).
La matrice diagonale, simile ad A, è:
[image: ]
(gli elementi della diagonale sono gli autovalori di A).
H. Prodotto scalare euclideo in Rn
H1 – Verificare che l’applicazione [image: ] così definita
[image: ]
è un prodotto scalare euclideo di R2.
Calcolare, inoltre, la matrice associata al prodotto scalare euclideo rispetto alla base canonica  = {e1, e2} di R2.
Soluzione
a) Verifichiamo che [image: ] verifica le 5 proprietà di prodotto scalare euclideo.
[image: ] si ha:
1.  [image: ]
[image: ]
La (1) è vera.
2. [image: ]
[image: ]
[image: ]
La (2) è vera.
3. [image: ]
[image: ]
La (3) è vera.
4. [image: ]
[image: ]
La (4) è vera.
5. [image: ]
[image: ]
La (5) è vera.
Dunque, la funzione [image: ] è un prodotto scalare euclideo di R2.
b) Calcoliamo la matrice associata al prodotto scalare euclideo rispetto alla base canonica, cioè:
A = [image: ]
Poiché:
· [image: ]
· [image: ]
· [image: ]
· [image: ]
si ha:
A = [image: ].
Si noti che:
· e2 è un versore di R2, essendo [image: ] 
· e1 ed e2 sono vettori ortogonali poiché [image: ]
H2 – Determinare la matrice associata al prodotto scalare euclideo così definito:
[image: ][image: ]
rispetto alla base  = {u1 = (1,1), u2 = (2,-1)} di R2.
Soluzione
Calcoliamo gli elementi della matrice associata:
· [image: ]
· [image: ]
· [image: ]
· [image: ]
La matrice associata al prodotto scalare, rispetto alla base  è:
A = [image: ].
H3 – Stabilire se il prodotto scalare di R3 così definito:
[image: ], [image: ]
è un prodotto scalare euclideo.
Soluzione
È facile verificare che sussistono le proprietà (1), (2), (3) di prodotto scalare euclideo.
Verifichiamo la (4): [image: ].
Poiché [image: ] , se prendiamo v = (0,1,0) risulta:
[image: ]
e, dunque, il prodotto scalare non verifica la proprietà di essere definito positivo, come richiesto dalla (4): [image: ] non è un prodotto scalare euclideo.
H4 - Nello spazio vettoriale euclideo R3, siano dati i vettori 
v1 = (1,2,-1), 		v2 = (1,0,1) 		v3 = (1,2,0) .
a) Calcolare [image: ]l’angolo [image: ] formato da v2 e v3.
b) Determinare il versore di v1.
c) Determinare tutti i vettori ortogonali a v1 e v2 e tutti i vettori ortogonali a v3.
Soluzione
a) [image: ]
[image: ];
[image: ]
L’angolo di due vettori è dato da:[image: ]
Poiché 
[image: ]
e
[image: ]
 si ha  
[image: ].
b) Il versore è per definizione 
u1 = [image: ].
c) Un vettore t = (x,y,z) è ortogonale a v1 e v2 se 
t∙v1 = 0 e t∙v2 = 0 cioè se [image: ] = 
Dunque, i vettori t perpendicolari a v1 e v2 sono i vettori che appartengono al sottospazio 
U’ = L(1,-1,-1),
Calcoliamo, ora, i vettori w ortogonali a v3 = (1,2,0).
Affinché w = (x, y, z) sia ortogonale a v3 deve risultare:
 [image: ]= .
Dunque, i vettori w perpendicolari a v3 sono i vettori che appartengono al sottospazio vettoriale U’’ = L((-2,1,0), (0,0,1)), generato dai vettori (-2,1,0) e (0,0,1), di dimensione 2 e ortogonale al sottospazio L(v3).
H5 – Determinare il vettore proiezione ortogonale del vettore v1(1,1,0) sul vettore v2(1,0,1).
Soluzione
Ricordiamo che la proiezione di v1 su v2 ha:
1. modulo [image: ], dove [image: ]è l’angolo formato dai vettori v1 e v2, 
2. direzione orientata data da vers(v2) = [image: ]
Di conseguenza:
[image: ]
Nel nostro caso:
[image: ]
Nota: La proiezione di v2 su v1 è:
[image: ]
H6 – Determinare la proiezione ortogonale del vettore v = (0,1,2) sul sottospazio W generato dai vettori ortogonali v1 = (1,1,0) e v2 = (0,0,1).
Soluzione
Il vettore w richiesto è la somma delle proiezioni ortogonali di v su v1 e v2.
Poiché 
[image: ]  e  [image: ]
si ha:
[image: ]
H7 – Determinare una base ortonormale di R3 a partire dalla base  = {v1, v2, v3}, dove v1 = (1,0,1), v2 = (0,1,1), v3 = (0,1,-1).
Soluzione
Applichiamo il metodo di Gram - Schmidt.
1. Determiniamo il versore u1 di v1: u1 = [image: ]
2. Ora calcoliamo un vettore v’2 ortogonale a v1 ponendo v’2 = v2 – (v2∙u1)∙u1[image: ]
[image: ]
[image: ].
Normalizzando, si ha: 
[image: ].
3. Infine calcoliamo un vettore v’3 ortogonale a u1 e u2, ponendo 
[image: ].
Quindi:
[image: ]
e normalizzando, si ha:
[image: ]
La base richiesta è  = {u1, u2, u3).
H8 – Determinare il complemento ortogonale U┴ del sottospazio 
U = {(x1,x2,x3,x4) / x1 + x2 – x3 + x4 = 2x2 – x4 = x4 = 0}
di R4. Verificare, poi, che U [image: ]┴ = R4.
Soluzione
Il generico elemento di U si ottiene risolvendo il sistema
[image: ]
Pertanto:
· U = L(1,0,1,0), 
· dim(U) = 1, 
· una base di U è B = {u}, dove u = (1,0,1,0).
Il complemento ortogonale U┴ di U è dato da tutti i vettori t = (x1,x2,x3,x4)  ortogonali al vettore u = (1,0,1,0); di conseguenza deve aversi:
[image: ](x1,x2,x3,x4) ∙ (1,0,1,0) = 0 [image: ].
Dunque: U┴ = {(x1,x2,x3,x4) / x3 = – x1} = {(x1,x2,-x1,x4),[image: ]} = 
= {(x1,0,-x1,0) + (0,x2,0,0) + (0,0,0,x4)} ={x1(1,0,-1,0) + x2(0,1,0,0) + x4(0,0,0,1)}.
Pertanto: U┴ = L((1,0,-1,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1)).
Inoltre, poiché il sistema di generatori u1 = (1,0,-1,0), u2 = (0,1,0,0), u3 = (0,0,0,1)
di U┴ è L.I. una base è di tale sottospazio è
 = {u1,u2,u3} 
e la dimensione è 3.
Infine osserviamo che poiché il sistema formato dai vettori della base di U┴ e di U,
{u1,u2,u3,u}
è L.I., tale sistema è una base di U + U┴ che risulta essere un sottospazio di R4 di dimensione 4 [image: ]┴ = R4 [image: ]U[image: ]U┴ = R4.
H9 – Determinare una base ortonormale del sottospazio U di R5 così definito:
[image: ].
Soluzione
1. Ricaviamo dapprima una base di U risolvendo il sistema di equazioni che definiscono U:
[image: ]
La matrice incompleta è A = [image: ]. Calcoliamo il rango di A:
a12,12 = [image: ];
a123,125 = [image: ] il sistema ammette [image: ] autosoluzioni. 
Calcoliamo le autosoluzioni del sistema, considerando x1,x2,x5 come incognite:
[image: ] 
Quindi:
U = (-2x3+x4, -x4, x3, x4, 0) = (x4,-x4,0,x4,0) + (-2x3,0,x3,0,0) = x4(1,-1,0,1,0) + x3(-2,0,1,0,0)
Un sistema di generatori di U è S = {u1=(1,-1,0,1,0), u2=(-2,0,1,0,0)} e poiché u1 e u2 sono L.I., una base di U è {u1 = (1,-1,0,1,0), u2 = (-2,0,1,0,0)} e dim(U) = 2. 
Ora, a partire da , calcoliamo una base ortogonale  = {u1, u2’} di U.
Sia u2’ un elemento di U ortogonale a u1 [image: ]
 [image: ]
[image: ][image: ].
Di conseguenza, un vettore di U ortogonale a u1 si ottiene per x4 = 2 e x3 = 3 [image: ][image: ]  
Una base ortogonale di U è B’ = {u1 = 1,-1,0,1,0), u2’ = (-4,-2,3,2,0)}.
Infine, calcoliamo una base ortonormale B’’. normalizzando B’:
[image: ] 
[image: ]
B’’ = {[image: ], [image: ]} = [image: ].
H10 – Data la matrice simmetrica A = [image: ], determinare una matrice ortogonale C tale che CT∙A∙C sia diagonale.
Soluzione
Ricordiamo che una matrice che diagonalizza A è la matrice P avente per colonne gli autovettori di A: normalizzando gli elementi di P, si ottiene la matrice ortogonale C che diagonalizza A (tale che CTAC = D), richiesta dall’esercizio.
Calcoliamo, quindi, gli autovettori di A = [image: ]:
det(A - λ∙I) = 0 [image: ]
Le soluzioni dell’equazione caratteristica sono: λ1 = - 3 e λ2 = 2.
Calcoliamo gli autovettori relativi a ciascun autovalore.
a) Per λ1 = - 3, si ha:
[image: ][image: ][image: ].
Quindi, un autovettore relativo a λ1 = - 3 è 
[image: ]
e l’autospazio associato è
[image: ]
Pertanto: Vλ=-3 = L([image: ]) ; dim Vλ=-3 = 1; ma(-3) = mg(-3) = 1.
b) Per λ2 = 2, si ha:
[image: ][image: ][image: ].
Quindi, un autovettore relativo a λ2 = 2 è 
[image: ]
e l’autospazio associato è
[image: ]
Pertanto: 
Vλ=2 = L([image: ]) ; dim Vλ=2 = 1; ma(2) = mg(2) = 1.
Due autovettori di A sono:
X1 = [image: ] e X2 = [image: ]
Poiché [image: ][image: ] e  [image: ] sono due vettori L.I. e poiché (1,2)∙(-2,1) = -2 + 2 = 0[image: ] ([image: ],[image: ]) è una base ortogonale.
Infine, se normalizziamo X1 e X2:
[image: ]
[image: ]
si ha che {X’1, X’2)  è una base ortonormale di autovettori; di conseguenza la matrice ortogonale che diagonalizza A è:
[image: ][image: ]
H11 – Diagonalizzare la matrice simmetrica 
[image: ]
tramite una matrice ortogonale.
Soluzione
Dobbiamo determinare una matrice ortogonale C tale che CT∙A∙C sia una matrice diagonale.
Le matrici che diagonalizzano A hanno per colonne n = 3 autovettori L.I. relativi agli autovalori di A. 
Calcoliamo gli autovalori di A, risolvendo l’equazione
[image: ] 
[image: ].
Ora calcoliamo gli autovettori associati a λ1 = λ2 = 2:
[image: ]
[image: ].
Quindi, due autovettori di A sono (1,0,1) e (0,1,0).
Ora calcoliamo un autovettore di A relativo a λ3 = - 2:
[image: ]
[image: ].
Quindi, un autovettore di A relativo a λ3 = - 2 è : (1,0,-1).
Poiché i tre autovettori (1,0,1), (0,1,0) e (1,0,-1) sono L.I. essi costituiscono una base ortogonale di R3 
{(1,0,1), (0,1,0), (1,0,-1)}
e la matrice che diagonalizza A è P = [image: ].
Per ottenere la matrice C ortogonale, cioè tale che C-1 = CT, che diagonalizza A dobbiamo normalizzare gli autovettori (1,0,1), (0,1,0), (1,0,-1):
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Quindi, la matrice ortogonale che diagonalizza A è:
[image: ].
La matrice diagonale di A è:
[image: ][image: ].
H12 – Dato il sottospazio vettoriale di R4(R)  
[image: ]
calcolare una base ortogonale e una base ortonormale di U.
Soluzione



[image: ]U = L(u1,u2), dove .

I due vettori  sono L.I. e quindi una base di U è 


ed è dim(U) = 2.

Ora calcoliamo una base ortogonale  di U, che alla pari di B avrà dimensione 2.
Si sceglie u1’ = u1 = (-2,-1,1,0) e calcoliamo u2’sia ortogonale a u1’.


Poiché  e poiché è ortogonale a u1’ 



.
Dunque, una base ortogonale di U è:

.
Calcoliamo, infine, una base ortonormale B’’:



H13 – Calcolare la matrice ortogonale che diagonalizza .
Svolgimento 
Cominciamo con il calcolare la matrice P che diagonalizza A.
Gli autovalori di A si ottengono risolvendo l’equazione



.
Calcoliamo due autovettori di A associati ai due autovalori.
1) 
Per  si ha: 



.


Un autovettore associate a   è  .
2) 
In modo analogo si ha che un autovettore associato a  è:

.
Pertanto, una matrice che diagonalizza A è:

.
Poichè gli autovettori X1, X2 sono L.I., essi costituiscono una base di R2 e poiché, come è facile verificare, i due vettori sono ortogonali essi formano una base ortogonale di R2.
Normalizziamo tale base dividendo ciascun vettore per la norma:



Quindi, una base ortonormale è e la matrice ortogonale che diagonalizza A è:

.
I. Sottospazi vettoriali in 
I1 - Nello spazio vettoriale M(2,2) delle matrici quadrate di ordine 2, si consideri il sottoinsieme 
[image: ].
a) Verificare che W è un sottospazio di .
b) Determinare una base e la dimensione di W.
Soluzione
a) Verifichiamo che W è un sottospazio di .
1.  [image: ] perché a + b – c = 0 + 0 - 0 = 0;
2. Verifichiamo che [image: ]
[image: ]
[image: ].
3. Verifichiamo che [image: ]
[image: ]
[image: ].
Dunque, per (1), (2) e (3), W è un sottospazio di .
b) Determiniamo una base e la dimensione di W.
Poiché W ha equazione a + b – c = 0[image: ]= 
[image: ]L(A1, A2, A3)), 
dove 
[image: ],        [image: ], 	[image: ].
Calcoliamo il rango della matrice avente per righe gli elementi di A1, A2 e A3:
[image: ].
Poiché a123,234 = [image: ]
 (A1, A2, A3) sono L.I. e quindi una base di W è  {A1, A2 e A3} e la dimensione di W è dim(W) = 3.
I2 – Nello spazio vettoriale , sono date le matrici L.I. 
[image: ]	e  [image: ].
Determinare le equazioni cartesiane del sottospazio W generato da A1 e A2 nella base canonica di 
Soluzione
Poiché {A1,A2} è un sistema di generatori L.I. di W, {A1,A2} è una base di W . Di conseguenza,[image: ]devono risultare 
(A, A1, A) L.D. [image: ].
Per questo, poiché a23,34 = [image: ], devono risultare nulli tutti gli orlati del 3° ordine. Imponendo tale condizione, si ha:
[image: ]
[image: ]
Dunque, le equazioni di W sono:
b = 0, a – c = 0.
Il sottospazio generato da A1 e A2 è:
[image: ]=.
I3 – Nello spazio vettoriale , sono date le matrici 
[image: ], [image: ], [image: ], [image: ].
a) Verificare che
{[image: ],[image: ],[image: ],[image: ]}
è una base di .
b) Scrivere le equazioni del cambiamento di coordinate e la matrice del cambiamento di base dalla base canonica di alla base.
c) Determinare le coordinate della matrice A’ = [image: ]rispetto alla base .
Soluzione
a) Consideriamo la matrice A che ha per righe gli elementi delle matrici [image: ],[image: ],[image: ],[image: ]:
[image: ].
Poiché det(A) = [image: ]
[image: ]
Pertanto, possiamo concludere che le quattro matrici sono L.I. e che è una base dello spazio vettoriale .
b) Calcoliamo le equazioni del cambiamento di coordinate e la matrice del cambiamento dalla base canonica  alla base  
La matrice del cambiamento dalla base canonica   alla base   è:
[image: ],
le cui colonne sono le coordinate di [image: ],[image: ],[image: ] e[image: ] rispetto alla base canonica.
Indicate, quindi, con:
1. (a,b,c,d) le coordinate della generica matrice di rispetto alla base canonica ,
2. (a’,b’,c’,d’) le coordinate della generica matrice di  rispetto alla base,
le equazioni del cambiamento di base sono:
[image: ][image: ]
c) Utilizzando le equazioni precedenti, per la matrice A’ si ha:
[image: ]
Pertanto, le coordinate di A’ rispetto alla base  sono (1,-1,0,2), ovvero:
[image: ] .
I4 – Nello spazio vettoriale , 
a) Determinare una base  e la dimensione del sottospazio W generato dalle matrici 
[image: ], [image: ], [image: ], [image: ].
b) Calcolare le equazioni di W rispetto alla base .
c) Calcolare le coordinate di [image: ], [image: ] rispetto alla base  
Soluzione
a) Studiamo la L.I./L.D delle matrici [image: ], [image: ], [image: ], [image: ]. Per questo, consideriamo la matrice A che ha per righe gli elementi di [image: ][image: ], [image: ] e[image: ]:
A = [image: ].
Poiché 
[image: ]
e tutti gli orlati del 3° ordine sono:
[image: ]
la matrice A ha rango uguale a 2: due matrici L.I. di W sono [image: ] e[image: ].
Pertanto, una base di W é:
 {[image: ] ,[image: ]}
e la dimensione di W è 
dim(W) = 2.
Calcoliamo le equazioni di W rispetto alla base 
= {[image: ] ,[image: ]}.
Poiché = {[image: ],[image: ]} è una base di W, [image: ] risultano:
([image: ]) L.D. [image: ]
[image: ];
[image: ];
[image: ].
Le equazioni di W si ottengono risolvendo il sistema:
[image: ][image: ].
b) Calcoliamo le coordinate di A1 e di A2 rispetto alla base :
1. [image: ]  [image: ][image: ].
Le coordinate di A1 rispetto alla base sono h = 1 e k = -1.
2. Per quanto riguarda A2, si può ripetere il procedimento eseguito per il calcolo delle coordinate di A1. Un secondo modo è il seguente:
[image: ].
Dunque, le coordinate di A2 rispetto alla base sono: h = 2 e k = - 2.
I5 – Nello spazio vettoriale ,
a) determinare una base  e la dimensione del sottospazio W generato dalle matrici [image: ], [image: ], [image: ], [image: ];
b) calcolare le equazioni di W rispetto alla base 
c) calcolare le coordinate di [image: ], [image: ] rispetto alla base 
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∀v ∈V : 0K ⋅ v = (h− h) ⋅ v = h ⋅ v− h ⋅ v = 0V ⇒ 0K ⋅ v = 0V.
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∀h ∈ K :h ⋅0V = h ⋅ (v− v) = h ⋅ v− h ⋅ v = 0V ⇒ h ⋅0V = 0V.
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h ⋅ v = 0V ⇒ h−1 ⋅ (h ⋅ v) = h−1 ⋅0V ⇒ (h−1 ⋅h) ⋅ v = 0V ⇒1K ⋅ v = 0V ⇒ v = 0V.
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1k −1K = 0K ⇒ (1K −1K ) ⋅ v = 0K ⋅ v⇔1K ⋅ v−1K ⋅ v = 0V ⇔ v−1K ⋅ v = 0V ⇔−1K ⋅ v = −v.
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+ :Rn ×Rn → Rn ∍ '
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⋅ :R×Rn → Rn ∍ '
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∀x, y ∈ Rn : x + y = (x1, x2,.., xn )+ (y1, y2,.., yn ) = (x1 + y1, x2 + y2,.., xn + yn ) = (y1 + x1, y2 + x2,.., yn + xn ) =
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= (y1, y2,.., yn )+ (x1, x2,.., xn ) = y+ x.
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∀x, y, z ∈ Rn : x + (y+ z) = (x1, x2,.., xn )+ (y1, y2,.., yn )+ (z1, z2+,.., zn )⎡⎣ ⎤⎦= (x1, x2,.., xn )+ (y1 + z1, y2 + z2,.., yn + zn ) =
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= (x1 + y1 + z1, x2 + y2 + z2,.., xn + yn + zn ) = (x1 + y1)+ z1, (x2 + y2 )+ z2,.., (xn + yn )+ zn )[ ] =
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= (x1 + y1, x2 + y2,.., xn + yn )+ (z1, z2+,.., zn ) = (x + y)+ z.
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∃0 = (0, 0,.., 0)∈ Rn ∍ '∀x ∈ Rn :
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x + 0 = (x1, x2,.., xn )+ (0, 0,.., 0) = (x1 + 0, x2 + 0,.., xn + 0) = (x1, x2,.., xn ) = x;
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0+ x = (0, 0,.., 0)+ (x1, x2,.., xn ) = (0+ x1, 0+ x2,.., 0+ xn ) = (x1, x2,.., xn ) = x.
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∀x ∈ Rn, x = (x1, x2,.., xn ),∃x ' = (−x1,−x2,..,−xn )∈ Rn ∍ '
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x + x ' = (x1, x2,.., xn )+ (−x1,−x2,..,−xn ) = (x1 − x1, x2 − x2,.., xn − xn ) = (0, 0,..0) = 0
x '+ x = (−x1,−x2,..,−xn )+ (x1, x2,.., xn ) = (−x1 + x1,−x2 + x2,..,−xn + xn ) = (0, 0,..0) = 0
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∀h,k ∈ R∧∀x ∈ Rn :
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h ⋅ (k ⋅ x) = h ⋅ (k ⋅ (x1, x2,.., xn )) = h ⋅ (k ⋅ x1,k ⋅ x2,..,k ⋅ xn ) = (h ⋅ (k ⋅ x1),h ⋅ (k ⋅ x2 ),..,h ⋅ (k ⋅ xn )) =
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= (h ⋅ k ⋅ x1,h ⋅ k ⋅ x2,..,h ⋅ k ⋅ xn ) = (h ⋅ k) ⋅ (x1, x2,.., xn ) = (h ⋅ k) ⋅ x.
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∀h ∈ R∧∀x, y ∈ Rn :
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h ⋅ (x + y) = h ⋅ (x1, x2,.., xn )+ (y1, y2,.., yn )⎡⎣ ⎤⎦= h ⋅ (x1 + y1, x2 + y2,.., xn + yn ) =
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= (hx1 + h ⋅ y1,h ⋅ x2 + h ⋅ y2,..,h ⋅ xn + h ⋅ yn ) = (hx11,h ⋅ x22,..,h ⋅ xnn )+ (h ⋅ y1,h ⋅ y2,..,h ⋅ yn ) = h ⋅ x + h ⋅ y.
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∀h,k ∈ R∧∀x ∈ Rn : (h+ k) ⋅ x = (h+ k) ⋅ (x1, x2,.., xn ) = ((h+ k) ⋅ x1, (h+ k) ⋅ x2,.., (h+ k) ⋅ xn ) =
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= (h ⋅ x1 + k ⋅ x1,h ⋅ x2 + k ⋅ x2,..,h ⋅ xn + k ⋅ xn ) = (h ⋅ x1,h ⋅ x2,..,h ⋅ xn )+ (k ⋅ x1,k ⋅ x2,..,k ⋅ xn ) = h ⋅ x + k ⋅ x.
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∀x ∈ Rn :1R ⋅ x =1R ⋅ (x1, x2,.., xn ) = (1⋅ x1,1⋅ x2,..,1⋅ xn ) = (x1, x2,.., xn ) = x.
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+ :F(I,R)×F(I,R)→ F(I,R) ∍ '∀f ,g∈ F(I,R) : ( f + g)(t) = f (t)+ g(t)
⋅ :R×F(I,R)→ F(I,R) ∍ '∀λ ∈ R,∀f ∈ F(I,R) : (λ f )(t) = λ ⋅ f (t)
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∀k ∈ K ∧∀v ∈V ' : k ⋅ v ∈V '
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1)∀u,v ∈V ' :u+ v ∈V '
2)∀k ∈ K,∀u∈V ' : k ⋅u∈V '
⎧
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U = v ∈V (K ) ∃(h1,h2,...,hn )∈ Kn ∍ 'v = h1v1 + h2v2 +...+ hnvn{ }
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W1,W2 <<V (K )⇒ 0 ∈W1∧0 ∈W2 ⇔ 0 ∈W1∩W2 ⇔W1∩W2 ≠∅.
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∃w1 = 0 ∈W1∧∃w2 = 0 ∈W2 ∍ '0 = w1 +w2 ⇒ 0 ∈W1 +W2.
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⇒∃u1 +u2 ∈W1∧∃v1 + v2 ∈W2 ∍ 'w1 +w2 = (u1 + v1)+ (u2 + v2 ) = (u1 +u2 )+ (v1 + v2 )⇒ w1 +w2 ∈W1 +W2.










Þ$u

1

+u

2

ÎW

1

Ù$v

1

+v

2

ÎW

2

''w

1

+w

2

=(u

1

+v

1

)+(u

2

+v

2

)=(u

1

+u

2

)+(v

1

+v

2

)Þw

1

+w

2

ÎW

1

+W

2

.


image170.emf



∀k ∈ K ∧∀w ∈W1 +W2 : k ∈ K ∧∃w1 ∈W1,∃w2 ∈W2 ∍ 'w = w1 +w2 ⇒ kw = k(w1 +w2 ) = kw1 + kw2 ⇒ k ⋅w ∈W1 +W2.










"kÎKÙ"wÎW

1

+W

2

:kÎKÙ$w

1

ÎW

1

,$w

2

ÎW

2

''w=w

1

+w

2

Þkw=k(w

1

+w

2

)=kw

1

+kw

2

Þk×wÎW

1

+W

2

.


image14.wmf
î

í

ì

=

=

=

=

e

a

a

a

a

e

a

a

a

a

w

w

w

w

'

'

'

'

'

'


image171.wmf
)

dim(

)

dim(

)

dim(

)

dim(

2

1

2

1

2

1

W

W

W

W

W

W

Ç

-

+

=

+


image172.wmf
2

1

W

W

Å


image173.wmf
Ç


image174.wmf
{

}

0


image175.wmf
2

1

2

2

1

1

'

,

w

w

v

W

w

W

w

V

v

+

=

'

Î

$

Ù

Î

$

Î

"


image176.wmf
=

Þ

Å

V

W

W

2

1


image177.wmf
=

Ç

-

+

=

+

=

Þ

2

1

2

1

2

1

dim

dim

dim

)

dim(

dim

W

W

W

W

W

W

V


image178.emf



V =W1⊕W2 ⇒∀v ∈V,∃w1 ∈W1∧∃w2 ∈W2 ∍ 'v = w1 +w2.










V=W

1

ÅW

2

Þ"vÎV,$w

1

ÎW

1

Ù$w

2

ÎW

2

''v=w

1

+w

2

.


image179.emf



∃w '1 ∈W1∧∃w '2 ∈W2 ∍ 'v = w '1+w '2 ⇒ w1 +w2 = w '1+w '2 ⇒ w1 −w '1 = w '2−w2 ⇒
w = w1 −w '1 ∈W1



w = w '2−w2 ∈W2



⎧
⎨
⎩



⇒ w ∈W1∩W2 = 0{ }⇒










$

w

'

1

Î

W

1

Ù$

w

'

2

Î

W

2

'

'

v

=

w

'

1

+

w

'

2

Þ

w

1

+

w

2

=

w

'

1

+

w

'

2

Þ

w

1

-

w

'

1

=

w

'

2

-

w

2

Þ

w

=

w

1

-

w

'

1

Î

W

1

w

=

w

'

2

-

w

2

Î

W

2

ì

í

î

Þ

w

Î

W

1

Ç

W

2

=

0

{}

Þ


image180.emf



⇒ w = 0⇒
w1 −w '1 = 0
w '2−w2 = 0
⎧
⎨
⎩



⇒
w '1 = w1
w '2 = w2



⎧
⎨
⎩



.










Þ

w

=

0

Þ

w

1

-

w

'

1

=

0

w

'

2

-

w

2

=

0

ì

í

î

Þ

w

'

1

=

w

1

w

'

2

=

w

2

ì

í

î

.


image15.emf


Þ


image181.emf



⇔










Û


oleObject53.bin

oleObject54.bin

image182.wmf
{

}

n

e

e

e

,...,

,

2

1


image183.wmf
{

}

n

e

e

e

'

,...,

'

,

'

2

1


image184.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

x

a

x

a

x

a

x

x

a

x

a

x

a

x

x

a

x

a

x

a

x

'

...

'

'

...

'

...

'

'

'

...

'

'

2

2

1

1

2

2

22

1

21

2

1

2

12

1

11

1


image185.wmf
{

}

n

e

e

e

,...,

,

2

1


image186.wmf
n

n

n

e

x

e

x

e

x

v

K

x

x

x

V

v

+

+

+

=

'

Î

$

Î

"

...

'

,...,

,

,

2

2

1

1

2

1


image187.wmf
n

n

n

e

x

e

x

e

x

v

K

x

x

x

V

v

'

'

...

'

'

'

'

'

'

,...,

'

,

'

,

2

2

1

1

2

1

+

+

+

=

'

Î

$

Î

"


image188.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

+

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

n

nn

n

n

n

n

n

n

n

e

a

e

a

e

a

e

e

a

e

a

e

a

e

e

a

e

a

e

a

e

...

'

...

...

'

...

'

2

2

1

1

2

2

22

1

12

2

1

2

21

1

11

1


image16.wmf
'

'

'

'

'

'

)

'

'

(

)

'

(

'

'

'

'

'

'

a

a

a

a

e

a

a

a

a

a

a

e

a

a

=

Þ

=

=

=

=

=

w

w

w

w

w

w


image189.wmf
Û


image190.wmf
n

n

e

x

e

x

e

x

v

+

+

+

=

...

2

2

1

1


image191.wmf
n

x

x

x

...

2

1


image192.wmf
n

x

x

x

'

...

'

'

2

1


image193.wmf
nn

n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

P

..

..

..

..

..

..

..

2

1

2

22

21

1

12

11

=


image194.wmf
Þ


image195.wmf
Þ


image196.wmf
n

M

A

Î


image197.wmf
R

Î


image198.wmf
X

X

A

X

M

X

n

n

n

n

×

=

×

'

¹

Î

$

l

'

,

0

,

1

,

1

,

1

,

1

,


image17.wmf
:

,

A

b

a

Î

"


image199.wmf
1

,

n

M

Î


image200.wmf
1

,

0

n

¹


image201.wmf
X

X

A

R

×

=

×

'

Î

$

l

l

'


image202.wmf
1

,

n

M

Î


image203.wmf
Þ

=

-

Þ

=

Þ

î

í

ì

=

=

0

)

'

(

'

'

X

X

X

X

AX

X

AX

l

l

l

l

l

l


image204.wmf
0

¹


image205.wmf
'

0

'

l

l

l

l

=

Þ

=

-


image206.wmf
1

,

n

M

Î


image207.wmf
Û

=

×

-

Û

=

×

-

×

Û

×

=

×

'

¹

0

)

(

0

'

0

1

,

X

I

A

X

X

A

X

X

A

n

l

l

l


image208.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

+

+

+

=

+

+

-

+

=

+

+

+

-

0

)

(

...

...

0

...

)

(

0

...

)

(

2

2

1

1

2

2

22

1

21

1

2

12

1

11

n

nn

n

n

n

n

n

n

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

l

l

l


image18.wmf
'

:

'

,

A

b

a

A

b

a

Î

Î

"

w


image209.wmf
n

M

Î


image210.wmf
}

{

X

AX

X

M

X

V

n

l

l

=

Ú

=

Î

=

0

1

,


image211.wmf
Æ

¹

l

V


image212.wmf
l

l

V

X

X

V

X

X

Î

+

Î

"

2

1

2

1

:

,


image213.wmf
l

l

V

X

h

V

X

R

h

Î

×

Î

"

Ù

Î

"

:


image214.wmf
l

V

O

X

n

Î

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

=

0

..

0

0

1

,


image215.wmf
Þ

+

=

+

Þ

î

í

ì

=

=

Û

Î

2

1

2

1

2

2

1

1

2

1

,

X

X

AX

AX

X

AX

X

AX

V

X

X

l

l

l

l

l


image216.wmf
l

l

V

X

X

X

X

X

X

A

Î

+

Û

+

=

+

Þ

2

1

2

1

2

1

)

(

)

(


image217.wmf
Þ

=

Þ

=

Þ

=

Þ

×

=

Û

Î

)

(

)

(

)

(

)

(

hX

hX

A

X

h

hAX

X

h

AX

h

X

AX

V

X

l

l

l

l

l


image218.wmf
l

V

hX

Î

Þ


image19.wmf
c

b

a

c

b

a

A

c

b

a

w

w

w

w

)

(

)

(

:

'

,

,

=

Î

"


image219.wmf
n

M

A

Î


image220.wmf
R

Î

l


image221.wmf
l


image222.wmf
0

)

det(

=

×

-

Û

I

A

l


image223.wmf
ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

-

+

+

+

=

+

+

-

+

=

+

+

+

-

0

)

(

...

...

0

...

)

(

0

...

)

(

2

2

1

1

2

2

22

1

21

1

2

12

1

11

n

nn

n

n

n

n

n

n

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

l

l

l


image224.wmf
)

det(

)

(

I

A

P

×

-

=

l

l


image225.wmf
)

det(

)

(

I

A

P

×

-

=

l

l


image226.wmf
2

1

l

l

¹


image227.wmf
{

}

0

2

1

=

Ç

l

l

V

V


image228.emf



Vλ1∩Vλ2 ≠ 0{ }⇒










V

l

1

Ç

V

l

2

¹

0

{}Þ


image20.wmf
e

a

e

e

a

A

a

=

=

Î

"

w

w

:

'


oleObject55.bin

image229.wmf
0

0

)

(

0

'

2

1

2

1

2

1

2

1

=

Þ

=

-

Þ

=

Þ

î

í

ì

=

=

Ù

¹

'

Ç

Î

$

X

X

X

X

X

AX

X

AX

X

V

V

X

l

l

l

l

l

l

l

l


image230.wmf
0

¹


image231.emf



λ1 ≠ λ2










l

1

¹l

2


image232.emf



⇒










Þ


image233.emf



Vλ1∩Vλ2 = 0{ }










V

l

1

ÇV

l

2

=

0

{}


image234.emf



⇒










Þ


image235.emf



⇒∃h ∈ K,h ≠ 0, ∍ 'X2 = h ⋅X1⇒ X2 ∈Vλ2 ∧X2 ∈Vλ1 ⇒ X2 ∈Vλ1∩Vλ2 = 0{ }⇒ X2 = 0,










Þ$hÎK

,

h¹

0,

'

'

X

2

=h×X

1

ÞX

2

ÎV

l

2

ÙX

2

ÎV

l

1

ÞX

2

ÎV

l

1

ÇV

l

2

=

0

{}ÞX

2

=

0,


image236.wmf
r

l

l

l

,...,

,

2

1


image237.wmf
1

,

n

M


image21.wmf
e

a

a

a

a

A

a

A

a

=

=

'

Î

$

Î

"

w

w

'

'

'

'

'

,

'


image238.wmf
n

M

Î


image239.wmf
n

M


image240.wmf
AI

I

A

I

M

A

n

n

1

'

,

-

=

'

$

Î

"


image241.wmf
Û

=

'

Î

$

-

BQ

Q

A

M

Q

n

1

'


image242.wmf
n

M

Q

P

Î

$

Þ

,


image243.wmf
=

×

-

)

det(

I

A

l


image244.wmf
)

det(

I

B

×

-

l


image245.wmf
Þ

×

×

=

Û

-

P

A

P

B

1


image246.wmf
,

n

M

A

Î


image247.emf



⋅










×


oleObject3.bin

oleObject56.bin

oleObject57.bin

image248.wmf
)

(

)

(

l

l

g

a

m

m

=


image249.wmf
R

p

Î

l

l

l

,...,

,

2

1


image250.wmf
å

=

.

)

(

n

m

i

g

l


image251.wmf
n

M

P

Î

$


image252.wmf
Þ


image253.wmf
Ü


image254.wmf
0

)

0

(

0

)

1

.

7

,

3

(

)

0

0

(

0

1

1

1

2

1

=

*

×

=

=

×

*

=

*

=

*

Þ

V

V

V

v

def

v

v

v

v


image255.wmf
:

)

,..,

,

(

)

,..,

,

(

,

)

,

(

2

1

2

1

n

n

n

n

y

y

y

y

x

x

x

x

R

R

y

x

=

Ù

=

´

Î

"


oleObject4.bin

image256.wmf
Î


image257.wmf
v


image258.wmf
1

=

v


image259.wmf
v

v


image260.wmf
1

1

)

(

)

(

)

(

2

2

2

=

=

=

*

=

*

=

*

=

v

v

v

v

v

v

v

v

v

v

vers

v

vers

v

vers


image261.wmf
0

¹


image262.wmf
)

(

...

)

(

)

(

)

(

2

1

v

pr

v

pr

v

pr

v

pr

p

e

e

e

U

+

+

+

=


image263.wmf
Þ


image264.wmf
Î


image265.wmf
Þ

+

+

+

=

'

Î

$

Û

p

p

p

u

h

u

h

u

h

u

R

h

h

h

...

'

,...,

,

2

2

1

1

2

1


oleObject5.bin

image266.emf



⇔










Û


image267.emf



⇔



a11 ⋅a11 + a12 ⋅a12 a11 ⋅a21 + a12 ⋅a22
a21 ⋅a11 + a22 ⋅a12 a21 ⋅a21 + a22 ⋅a12



⎛



⎝



⎜
⎜



⎞



⎠



⎟
⎟=



1 0
0 1



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟



a11 ⋅a11 + a21 ⋅a21 a11 ⋅a12 + a21 ⋅a22
a12 ⋅a11 + a22 ⋅a21 a12 ⋅a12 + a22 ⋅a22



⎛



⎝



⎜
⎜



⎞



⎠



⎟
⎟=



1 0
0 1



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟



⎧



⎨



⎪
⎪⎪



⎩



⎪
⎪
⎪



⇒



a11
2 + a12



2 =1
a11 ⋅a21 + a12 ⋅a22 = 0
a21 ⋅a11 + a22 ⋅a12 = 0
a22121 + a



2
2212 =1



a11
2 + a21



2 =1
a11 ⋅a12 + a21 ⋅a22 = 0
a12 ⋅a11 + a22 ⋅a21 = 0
a12
2 + a22



2 =1



⎧



⎨



⎪
⎪
⎪
⎪
⎪



⎩



⎪
⎪
⎪
⎪
⎪










Û

a

11

×

a

11

+

a

12

×

a

12

a

11

×

a

21

+

a

12

×

a

22

a

21

×

a

11

+

a

22

×

a

12

a

21

×

a

21

+

a

22

×

a

12

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

=

1 0

0 1

æ

è

ç

ö

ø

÷

a

11

×

a

11

+

a

21

×

a

21

a

11

×

a

12

+

a

21

×

a

22

a

12

×

a

11

+

a

22

×

a

21

a

12

×

a

12

+

a

22

×

a

22

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

=

1 0

0 1

æ

è

ç

ö

ø

÷

ì

í

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

Þ

a

11

2

+

a

12

2

=

1

a

11

×

a

21

+

a

12

×

a

22

=

0

a

21

×

a

11

+

a

22

×

a

12

=

0

a2

2121

+

a2

2212

=

1

a

11

2+

a

21

2=

1

a

11

×

a

12

+

a

21

×

a

22

=

0

a

12

×

a

11

+

a

22

×

a

21

=

0

a

12

2+

a

22

2=

1

ì

í

ï

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

ï


image268.emf



e1 = (a11,a12 ) ⋅ (a11,a12 ) = a11
2 + a12



2 =1



e2 = (a21,a22 ) ⋅ (a21,a22 ) = a21
2 + a22



2 =1










e

1

=

(

a

11

,

a

12

)

×

(

a

11

,

a

12

)

=

a

11

2

+

a

12

2

=

1

e

2

=

(

a

21

,

a

22

)

×

(

a

21

,

a

22

)

=

a

21

2+

a

22

2 =

1


image269.emf



B = e1,e2{ }∧B ' = e '1,e '2{ }










B= e

1

,

e

2

{ }ÙB

'

= e

'

1

,

e

'

2

{ }


image270.emf



P =
x11 x12
x21 x22



⎛



⎝



⎜
⎜



⎞



⎠



⎟
⎟










P

=

x

11

x

12

x

21

x

22

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷


image271.emf



PT ⋅P =
x11 x21
x12 x22



⎛



⎝



⎜
⎜



⎞



⎠



⎟
⎟⋅



x11 x12
x21 x22



⎛



⎝



⎜
⎜



⎞



⎠



⎟
⎟=



x211 + x21
2 x11x12 + x21x22



x12x11 + x22x21 x212 + x22
2



⎛



⎝



⎜
⎜



⎞



⎠



⎟
⎟
= 1 0



0 1



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟= I2










P

T

×

P

=

x

11

x

21

x

12

x

22

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

×

x

11

x

12

x

21

x

22

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

=

x2

11

+

x

21

2 x

11

x

12

+

x

21

x

22

x

12

x

11

+

x

22

x

21

x2

12

+

x

22

2

æ

è

ç

ç

ö

ø

÷

÷

=

1 0

0 1

æ

è

ç

ö

ø

÷=

I

2


image272.wmf
1

1

1

1

1

v

v

u

u

e

=

=


image273.wmf
2

2

2

u

u

e

=


image274.wmf
1

e

*


image275.wmf
2

e

*


image22.wmf
;

)

(

)

(

:

,

,

c

b

a

c

b

a

A

c

b

a

+

+

=

+

+

Î

"


image276.wmf
Þ


image277.wmf
Þ

î

í

ì

=

*

+

+

=

*

+

+

0

)

(

0

)

(

2

2

2

1

1

3

1

2

2

1

1

3

e

e

e

v

e

e

e

v

l

l

l

l


image278.wmf
î

í

ì

=

*

+

*

+

*

=

*

+

*

+

*

Þ

0

)

(

)

(

0

)

(

)

(

2

2

2

2

1

1

2

3

1

2

1

1

1

1

1

3

e

e

e

e

e

v

e

e

e

e

e

v

l

l

l

l


image279.wmf
î

í

ì

*

-

=

*

-

=

Þ

î

í

ì

=

+

*

=

+

*

Þ

2

3

2

1

3

1

2

2

3

1

1

3

0

0

e

v

e

v

e

v

e

v

l

l

l

l


image280.wmf
*


image281.wmf
*


image282.wmf
3

3

3

u

u

e

=


image283.emf



v1 ⋅ v2 = (1,1) ⋅ (2, 0) = 2+ 0 = 2 ≠ 0










v

1

×v

2

=(1,1)×(2,0)=2+0=2¹0


image284.emf



v1 = v1 ⋅ v1 = (1,1) ⋅ (1,1) = 1+1 = 2; v2 = v2 ⋅ v2 = (2, 0) ⋅ (2, 0) = 4+ 0 = 2 :










v

1

=

v

1

×

v

1

=

(1,1)

×

(1,1)

=

1

+

1

=

2;

v

2

=

v

2

×

v

2

=

(2,0)

×

(2,0)

=

4

+

0

=

2:


image285.emf



u1 = v1 = (1,1)∧e1 =
u1
u1



=
(1,1)
2
=



1
2
, 1
2



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟;










u

1

=

v

1

=

(1,1)

Ù

e

1

=

u

1

u

1

=

(1,1)

2

=

1

2

,

1

2

æ

è

ç

ö

ø

÷;


image23.wmf
a

a

a

A

a

A

=

+

=

+

Î

"

'

Î

$

0

0

:

'

0


image286.emf



u2 = v2 +λ ⋅e1 ∍ 'u2 ⊥ e1










u

2

=v

2

+l×e

1

''u

2

^e

1


image287.emf



e2 =
u2
u2
:










e

2

=

u

2

u

2

:


image288.emf



u2 ⊥ e1⇒ (v2 +λ ⋅e1) ⋅e1 = 0⇒ v2 ⋅e1 +λ ⋅e1 ⋅e1 = 0⇒ v2 ⋅e1 +λ = 0⇒ λ = −v2 ⋅e1 = −(2, 0) ⋅
1
2
, 1
2



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟⇒










u

2

^

e

1

Þ

(

v

2

+l×

e

1

)

×

e

1

=

0

Þ

v

2

×

e

1

+l×

e

1

×

e

1

=

0

Þ

v

2

×

e

1

+l=

0

Þl=-

v

2

×

e

1

=-

(2,0)

×

1

2

,

1

2

æ

è

ç

ö

ø

÷

Þ


image289.emf



⇒ λ = − 2.










Þl=-

2.


image290.emf



u2 = v2 +λ ⋅e1 = (2, 0)− 2 1
2
, 1
2



⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟= (2, 0)− (1,1) = (1,−1)⇒ u2 = (1,−1)










u

2

=

v

2

+l×

e

1

=

(2,0)

-

2

1

2

,

1

2

æ

è

ç

ö

ø

÷

=

(2,0)

-

(1,1)

=

(1,

-

1)

Þ

u

2

=

(1,

-

1)


image291.emf



e2 =
u2
u2



=
(1,−1)
2



=
1
2
,− 1



2
⎛



⎝
⎜



⎞



⎠
⎟.










e

2

=

u

2

u

2

=

(1,

-

1)

2

=

1

2

,

-

1

2

æ

è

ç

ö

ø

÷.


image292.wmf
2

1

1

0

2

2

2

1

1

1

=

+

+

=

*

=

v

v

v


image293.wmf
5

1

0

2

2

2

2

2

2

2

=

+

+

=

*

=

v

v

v


image294.wmf
2

0

)

1

(

1

2

2

2

3

3

3

=

+

-

+

=

*

=

v

v

v


image295.wmf
)

2

1

,

2

1

,

0

(

2

)

1

,

1

,

0

(

1

1

1

=

=

=

v

v

e


image24.wmf
;

0

)

(

'

,

=

+

-

=

-

+

'

Î

-

$

Î

"

a

a

a

a

A

a

A

a


image296.wmf
=

*

-

=

Þ

=

*

×

+

*

Þ

=

*

×

+

Þ

1

2

1

1

1

2

1

1

2

0

)

(

0

)

(

e

v

e

e

e

v

e

e

v

l

l

l


image297.wmf
2

1

)

2

1

0

0

(

)

2

1

,

2

1

,

0

(

)

1

,

0

,

2

(

-

=

+

+

-

=

*

-

=


image298.wmf
)

2

1

,

2

1

,

2

(

)

2

1

,

2

1

,

0

(

)

1

,

0

,

2

(

)

2

1

,

2

1

,

0

(

2

1

)

1

,

0

,

2

(

'

1

1

2

2

-

=

-

=

-

=

×

+

=

e

v

v

l


image299.wmf
2

3

2

2

3

4

18

4

1

4

1

4

'

2

=

=

=

+

+

=

v


image300.wmf
).

2

3

1

,

2

3

1

,

2

3

4

(

)

6

2

,

6

2

,

3

2

2

(

)

2

1

,

2

1

,

2

(

3

2

2

3

)

2

1

,

2

1

,

2

(

'

2

'

2

2

-

=

-

=

-

=

-

=

=

v

v

e


image301.emf



⇔
v3
' ⋅e1 = 0
v3
' ⋅e2 = 0



⎧
⎨
⎪



⎩⎪
⇒



(v3 +λ1e1 +λ2e2 ) ⋅e1 = 0
(v3 +λ1e1 +λ2e2 ) ⋅e2 = 0
⎧
⎨
⎩



⇒
v3e1 +.λ1 = 0
v3e2 +λ2 = 0
⎧
⎨
⎩



⇒
λ1 = −v3e1
λ2 = −v3e2



⎧
⎨
⎩



⇒










Û

v

3

'

×

e

1

=

0

v

3

'

×

e

2

=

0

ì

í

ï

î

ï

Þ

(

v

3

+l

1

e

1

+l

2

e

2

)

×

e

1

=

0

(

v

3

+l

1

e

1

+l

2

e

2

)

×

e

2

=

0

ì

í

î

Þ

v

3

e

1

+

.

l

1

=

0

v

3

e

2

+l

2

=

0

ì

í

î

Þ

l

1

=-

v

3

e

1

l

2

=-

v

3

e

2

ì

í

î

Þ


image302.wmf
Þ

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

=

=

Þ

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

-

=

-

-

=

-

*

-

-

=

=

*

-

-

=

Þ

2

3

5

2

1

2

3

5

2

3

1

2

3

4

)

2

3

1

,

2

3

1

,

2

3

4

(

)

0

,

1

,

1

(

2

1

)

2

1

,

2

1

,

0

(

)

0

,

1

,

1

(

2

1

2

1

l

l

l

l


image303.wmf
Þ


image304.wmf
=

-

-

+

-

=

)

2

3

1

,

2

3

1

,

2

3

4

(

2

3

5

)

2

1

,

2

1

,

0

(

2

1

)

0

,

1

,

1

(


image305.wmf
Þ

-

-

=

-

+

+

-

-

=

-

-

+

+

-

=

)

9

2

,

9

2

,

9

1

(

)

18

5

2

1

,

18

5

2

1

1

,

18

20

1

(

)

18

5

,

18

5

,

18

20

(

)

2

1

,

2

1

,

0

(

)

0

,

1

,

1

(


image25.wmf
;

:

,

a

b

b

a

A

b

a

+

=

+

Î

"


image306.wmf
)

9

2

,

9

2

,

9

1

(

'

3

-

-

=

v


image307.wmf
3

1

81

9

81

4

81

4

81

1

'

3

=

=

+

+

=

v


image308.wmf
)

3

2

,

3

2

,

3

1

(

3

1

)

9

2

,

9

2

,

9

1

(

'

3

'

3

-

-

=

-

-

=

v

v


image309.wmf
0

:

=

×

¹

"

j

i

e

e

j

i


image310.wmf
.

1

:

=

×

"

i

i

e

e

i


image311.wmf
þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

-

)

3

2

,

3

2

,

3

1

(

),

2

3

1

,

2

3

1

,

2

3

4

(

),

2

1

,

2

1

,

0

(


image312.wmf
:

)

,...,

,

(

),

,...,

,

(

'

'

2

'

1

2

1

n

n

n

R

x

x

x

x

x

x

Î

"


image313.wmf
)

;...,

,

(

)

,...,

,

(

)

,...,

,

(

'

'

2

2

'

1

1

'

'

2

'

1

2

1

n

n

n

n

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

+

+

+

=

+


image314.wmf
:

)

,...,

,

(

2

1

R

R

x

x

x

n

n

Î

"

Ù

Î

"

l


image315.wmf
=

*

)

,...,

,

(

2

1

n

x

x

x

l


image26.emf



∀a,b,c ∈ A : a ⋅ (b ⋅c) = (a ⋅b) ⋅c










"

a,b,c

Î

A:a

×

(b

×

c)

=

(a

×

b)

×

c


image316.wmf
)

,...,

,

(

2

1

n

x

x

x

×

×

×

l

l

l


image317.wmf
R

h

R

y

x

y

x

Î

"

Ù

Î

"

)

'

,

'

(

),

,

(


image318.wmf
'

v

h

v

h

*

+

*


image319.wmf
)

'

,

0

(

)

'

,

0

(

)

,

0

(

)

'

,

'

(

)

,

(

'

hy

hy

hy

hy

y

x

h

y

x

h

v

h

v

h

+

=

+

=

*

+

*

=

*

+

*


image320.wmf
'

v

h

v

h

*

+

*


image321.wmf
v

y

x

=

¹

)

,

(


image322.emf



⇒1⋅ v ≠ v.










Þ

1

×

v

¹

v.


oleObject58.bin

image323.wmf
)

,

(

)

,

(

)

1

,

1

(

)

,

(

1

y

x

y

x

y

x

y

x

¹

-

=

×

×

-

=

*


image324.wmf
{

}

x

y

R

y

x

S

2

'

)

,

(

2

=

'

Î

=


oleObject6.bin

image325.emf



1)S ≠∅
2)∀v,v '∈ S : v+ v '∈ S
3)∀λ ∈ R,∀v ∈ S :λ ⋅ v ∈ S



⎧



⎨
⎪



⎩
⎪










1)

S

¹Æ

2)

"

v

,

v

'

Î

S

:

v

+

v

'

Î

S

3)

"lÎ

R

,

"

v

Î

S

:

l×

v

Î

S

ì

í

ï

î

ï


oleObject59.bin

image326.emf



S ≠∅










S

¹Æ


oleObject60.bin

image327.emf



0 = (0, 0)∈ S : 0 = 2 ⋅0.










0

=

(0,0)

Î

S:0

=

2

×

0.


oleObject61.bin

image328.wmf
=

+

=

+

Þ

=

Ù

=

Û

Î

)

'

2

,

'

(

)

2

,

(

'

)

'

2

,

'

(

'

)

2

,

(

'

,

x

x

x

x

v

v

x

x

v

x

x

v

S

v

v


image329.wmf
)

'

2

2

,

'

(

x

x

x

x

+

+

=


image330.wmf
.

'

))

'

(

2

,

'

(

'

S

v

v

x

x

x

x

v

v

Î

+

Þ

+

+

=

+

Þ


image331.wmf
S

x

x

x

x

v

R

S

x

x

v

Î

=

*

=

*

Þ

Î

Ù

Î

=

)

2

,

(

)

2

,

(

)

2

,

(

l

l

l

l

l


image27.emf



⋅










×


image332.emf



⇒ λ ⋅ v ∈V










Þ l×

v

Î

V


oleObject62.bin

image333.wmf
{

}

0

)

,

,

(

3

=

-

+

Î

=

z

y

x

R

z

y

x

S


image334.wmf
{

}

1

)

,

(

2

=

Î

=

x

R

y

x

S


image335.wmf
S

z

y

S

z

S

y

Ï

+

Þ

Î

Ù

Î

)

,

2

(

)

,

1

(

)

,

1

(


image336.wmf
*


image337.wmf
S

y

y

S

y

R

Ï

=

Þ

Î

Ù

Î

)

,

(

)

,

1

(

)

,

1

(

l

l

l

l


image338.wmf
{

}

1

)

,

,

(

3

¹

Î

=

x

R

z

y

x

S


image339.wmf
Æ

¹

Û

Î

S

S


image340.wmf
S

Î


oleObject7.bin

image341.wmf
'

'


image342.wmf
S

Ï


image343.wmf
{

}

0

0

)

,

,

,

(

4

=

+

Ù

=

-

Î

z

x

y

x

R

t

z

y

x


image344.wmf
Æ

¹

V


image345.wmf
V

v

u

V

v

u

Î

+

Î

"

:

,


image346.wmf
V

v

V

v

R

Î

×

Î

"

Ù

Î

"

l

l

:


image347.wmf
V

Î


image348.wmf
Þ

î

í

ì

=

+

Ù

=

-

'

=

=

+

Ù

=

-

'

=

Û

Î

0

'

'

0

'

'

'

)

'

,

'

,

'

,

'

(

0

0

'

)

,

,

,

(

,

z

x

y

x

t

z

y

x

v

z

x

y

x

t

z

y

x

u

V

v

u


image349.wmf
Þ

î

í

ì

=

+

=

+

+

+

=

+

+

+

=

+

=

-

+

-

=

+

-

+

'

+

+

+

+

=

+

Þ

0

0

0

)

'

'

(

)

(

)

'

(

)

'

(

0

0

0

)

'

'

(

)

(

)

'

(

)

'

(

'

)

'

,

'

,

'

,

'

(

z

x

z

x

z

z

x

x

y

x

y

x

y

y

x

x

t

t

z

z

y

y

x

x

v

u


image350.wmf
V

v

u

Î

+

Þ


image28.emf



∀a,b,c ∈ A : a ⋅ (b+ c) = a ⋅b+ a ⋅c










"

a,b,c

Î

A:a

×

(b

+

c)

=

a

×

b

+

a

×

c


image351.wmf
Þ

=

+

Ù

=

-

'

=

Ù

Î

Þ

Î

Ù

Î

0

0

'

)

,

,

,

(

z

x

y

x

t

z

y

x

v

R

V

v

R

l

l


image352.wmf
V

v

z

x

z

x

y

x

y

x

t

z

y

x

v

Î

×

Þ

î

í

ì

=

×

=

+

=

+

=

×

=

-

=

-

'

=

×

Þ

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

0

0

)

(

0

0

)

(

'

)

,

,

,

(


image353.wmf
þ

ý

ü

î

í

ì

=

+

Ù

=

-

Î

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

0

0

)

(

2

z

y

z

x

R

M

t

z

y

x

V


image354.wmf
V

v

v

V

v

v

Î

+

Î

"

2

1

2

1

:

,


image355.wmf
0

0

0

0


image356.wmf
Þ

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

+

Ù

=

-

'

=

=

+

Ù

=

-

'

=

Û

Î

0

0

'

)

(

0

0

'

)

(

,

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

1

z

y

z

x

t

z

y

x

v

z

y

z

x

t

z

y

x

v

V

v

v


image357.wmf
'

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

2

2

1

1

1

1

2

1

'

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

+

Þ

t

t

z

z

y

y

x

x

t

z

y

x

t

z

y

x

v

v


image358.wmf
V

v

v

z

y

z

y

z

z

y

y

z

x

z

x

z

z

x

x

Î

+

Þ

î

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

-

+

-

=

+

-

+

2

1

2

2

1

1

2

1

2

1

2

2

1

1

2

1

2

1

0

)

(

)

(

)

(

)

(

0

)

(

)

(

)

(

)

(


image359.wmf
Þ

=

+

Ù

=

-

'

=

Ù

Î

Þ

Î

Ù

Î

0

0

'

)

(

z

y

z

x

t

z

y

x

v

R

V

v

R

l

l


image360.wmf
V

v

z

y

z

y

z

x

z

x

t

z

y

x

v

Î

×

Þ

î

í

ì

=

×

=

+

=

+

=

×

=

-

=

-

'

=

×

Þ

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

l

0

0

)

(

0

0

)

(

'

)

(


oleObject8.bin

image361.emf



V = v ∈ R3 v = h1(−1,0,1)+ h2 (1,1, 0){ }= v ∈ R3 v = (−h1 + h2,h2,h1){ }










V

=

v

Î

R

3

v

=

h

1

(

-

1,0,1)

+

h

2

(1,1,0)

{ }

=

v

Î

R

3

v

=

(

-

h

1

+

h

2

,

h

2

,

h

1

)

{ }


oleObject63.bin

image362.emf



∀v ∈V,v = (x, y, z) :
x = −h1 + h2
y = h2
z = h1



⎧



⎨
⎪



⎩
⎪



⇒










"

v

Î

V

,

v

=

(

x

,

y

,

z

):

x

=-

h

1

+

h

2

y

=

h

2

z

=

h

1

ì

í

ï

î

ï

Þ


oleObject64.bin

image363.wmf
{

}

R

z

y

z

y

x

R

z

y

x

Î

"

-

=

Î

,

,

)

,

,

(

3


image364.wmf
0

2

1

=

=

Û

h

h


image365.wmf
Û

=

-

-

Û

=

-

+

-

Û

=

-

+

-

Û

=

+

)

0

,

0

(

)

(

)

0

,

0

(

)

,

0

(

)

0

,

(

)

0

,

0

(

)

1

,

0

(

)

0

,

1

(

0

2

1

2

1

2

1

2

2

1

1

h

h

h

h

h

h

v

h

v

h


image366.wmf
î

í

ì

=

=

Û

î

í

ì

=

-

=

-

0

0

0

0

2

1

2

1

h

h

h

h


image367.wmf
)

0

,

0

(

¹


image368.wmf
Û

=

-

+

+

Û

)

0

,

0

(

)

3

,

1

(

)

2

,

2

(

)

1

,

1

(

3

2

1

h

h

h


oleObject9.bin

image369.wmf
Û

=

+

+

-

+

Û

=

-

+

+

Û

)

0

,

0

(

)

3

2

,

2

(

)

0

,

0

(

)

3

,

(

)

2

,

2

(

)

,

(

3

2

1

3

2

1

3

3

2

2

1

1

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h


image370.wmf
î

í

ì

=

+

+

=

-

+

Û

0

3

2

0

2

3

2

1

3

2

1

h

h

h

h

h

h


image371.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

3

2

1

1

2

1

A


image372.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

0

3

2

1

0

1

2

1

'

A


image373.wmf
Þ

=

Þ

¹

=

+

=

-

2

)

(

0

8

2

6

3

2

1

2

A

rang


image374.wmf
{

}

)

0

,

1

,

0

(

),

1

,

1

,

1

(

),

2

,

0

,

2

(

),

1

,

0

,

1

(

4

3

2

1

=

=

=

=

v

v

v

v


image375.wmf
{

}

)

0

,

0

,

1

(

),

2

,

0

,

1

(

),

1

,

0

,

1

(

),

1

,

0

,

0

(

4

3

2

1

=

=

=

=

v

v

v

v


image376.wmf
{

}

)

0

,

1

,

0

(

),

1

,

0

,

1

(

),

1

,

0

,

1

(

),

1

,

1

,

2

(

4

3

2

1

-

=

-

=

-

=

=

v

v

v

v


image377.wmf
÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

0

1

2

1

1

1

0

0

0

1

2

1


image378.wmf
0

4

2

0

1

2

¹

=


image29.emf



∀a,b,c ∈ A : (b+ c) ⋅a = b ⋅a+ c ⋅a










"

a,b,c

Î

A:(b

+

c)

×

a

=

b

×

a

+

c

×

a


image379.wmf
0

1

2

1

1

0

0

1

2

1

=


image380.wmf
0

0

1

2

1

1

0

0

1

2

=


image381.emf



A =
0 1 1 1
0 0 0 0
1 1 2 0



⎛



⎝



⎜
⎜
⎜



⎞



⎠



⎟
⎟
⎟










A

=

0 1 1 1

0 0 0 0

1 1 2 0

æ

è

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷


oleObject65.bin

image382.wmf
3

£


image383.wmf
2

£


image384.emf



0 1
1 1



= −1≠ 0⇒










0 1

1 1

=-

1

¹

0

Þ


oleObject66.bin

image385.emf



⇒










Þ


oleObject67.bin

oleObject10.bin

image386.wmf
{

}

2

1

,

v

v


image387.wmf
Û


image388.wmf
î

í

ì

=

=

Þ

2

1

h

b

h

a


image389.wmf
$


image390.wmf
$


image391.wmf
'

'


image392.wmf
)

1

,

0

(

)

0

,

1

(

)

,

(

:

)

,

(

2

b

a

b

a

R

b

a

v

+

=

Î

=

"


image393.wmf
÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

0

0

1


image394.wmf
{

}

n

i

e

e

e

e

,...,

,..,

,

2

1


image395.wmf
{

}

)

2

,

0

,

1

(

),

1

,

1

,

0

(

2

1

v

v

=


oleObject11.bin

image396.wmf
{

}

)

1

,

1

,

1

(

),

0

,

1

,

0

(

),

0

,

0

,

1

(

3

2

1

=

=

v

v

v


image397.wmf
2

2

1

1

2

1

3

'

,

,

v

h

v

h

v

R

h

h

R

v

+

=

'

Î

$

Î

"


image398.wmf
=

+

=

+

=

Û

)

2

,

0

,

(

)

,

,

0

(

)

2

,

0

,

1

(

)

1

,

1

,

0

(

)

,

,

(

2

2

1

1

2

1

h

h

h

h

h

h

c

b

a


image399.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

+

=

=

Û

+

=

c

h

h

b

h

a

h

h

h

h

h

2

1

1

2

2

1

1

2

2

)

2

,

,

(


image400.emf



⇒



h1 = b
h2 = a
b+ 2a = c



⎧



⎨
⎪



⎩
⎪










Þ

h

1

=

b

h

2

=

a

b

+

2

a

=

c

ì

í

ï

î

ï


oleObject68.bin

image401.emf



⇔










Û


oleObject69.bin

image402.wmf
3

3

2

2

1

1

3

2

1

3

'

,

,

,

v

h

v

h

v

h

v

R

h

h

h

R

v

+

+

=

'

Î

$

Î

"


image403.wmf
Û

+

+

=

Û

)

1

,

1

,

1

(

)

0

,

1

,

0

(

)

0

,

0

,

1

(

)

,

,

(

3

2

1

h

h

h

c

b

a


image30.wmf
:

'

1

A

a

A

Î

"

'

Î

$


image404.wmf
Þ

ï

î

ï

í

ì

=

+

=

+

=

Û

+

+

=

+

+

=

Û

3

3

2

3

1

3

3

2

3

1

3

3

3

2

1

)

,

,

(

)

,

,

(

)

0

,

,

0

(

)

0

,

0

,

(

)

,

,

(

h

c

h

h

b

h

h

a

h

h

h

h

h

h

h

h

h

h

c

b

a


image405.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

-

=

-

=

-

=

-

=

Þ

c

h

c

b

h

b

h

c

a

h

a

h

3

3

2

3

1


image406.emf



∀v = (a,b,c)∈ R3,∃h1,h2,h3 ∈ R ∍ 'v = h1v1 + h2v2 + h3v3 = (a− c)v1 + (b− c)v2 + cv3










"

v

=

(

a

,

b

,

c

)

Î

R

3

,

$

h

1

,

h

2

,

h

3

Î

R

'

'

v

=

h

1

v

1

+

h

2

v

2

+

h

3

v

3

=

(

a

-

c

)

v

1

+

(

b

-

c

)

v

2

+

cv

3


oleObject70.bin

image407.wmf
Û


image408.wmf
Þ

ï

î

ï

í

ì

=

=

+

=

+

Û

=

+

+

0

0

0

)

0

,

0

,

0

(

)

1

,

1

,

1

(

)

0

,

1

,

0

(

)

0

,

0

,

1

(

3

3

2

3

1

3

2

1

h

h

h

h

h

h

h

h


image409.wmf
ï

î

ï

í

ì

=

=

=

Þ

0

0

0

3

2

1

h

h

h


image410.wmf
)

1

,

0

,

0

(

1

)

0

,

1

,

0

(

3

)

0

,

0

,

1

(

4

)

1

,

3

,

4

(

)

0

,

1

,

3

(

)

1

,

2

,

1

(

2

1

×

+

×

+

×

=

=

+

=

+

v

v


image411.emf



⇒










Þ


oleObject71.bin

oleObject12.bin

image412.wmf
)

1

,

0

,

0

(

1

)

0

,

1

,

0

(

1

)

0

,

0

,

1

(

2

)

1

,

1

,

2

(

)

0

,

1

,

3

(

)

1

,

2

,

1

(

2

1

×

+

×

+

×

-

=

-

=

-

=

-

v

v


oleObject72.bin

image413.wmf
:

)

5

,

10

,

5

(

)

1

,

2

,

1

(

5

5

1

=

×

=

×

v


image414.emf



⋅










×


oleObject73.bin

image415.emf



⇒










Þ


oleObject74.bin

oleObject75.bin

image416.wmf
{

}

3

2

1

,

,

e

e

e


image417.wmf
{

}

2

1

,

w

w


oleObject13.bin

image418.wmf
{

}

.

,

,

3

2

1

v

v

v


image419.wmf
÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

-

-

+

+

0

0

0

2

0

1

4

0

2

3

1

1


image420.wmf
2

)

(

0

2

0

2

1

1

³

Þ

¹

-

=

A

rang


image421.wmf
0

2

0

1

4

0

2

3

1

1

=

-

-


image422.wmf
0

0

0

0

4

0

2

3

1

1

=


image423.wmf
2

dim

1

=

=

Þ

r

W


image424.wmf
{

}

2

1

,

v

v


image425.emf



W1 = v ∈ R4 v = h1v1 + h2v2{ }⇒
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⇒W1 = (x, y, z, t)∈ R4 y = −2z, t = 0{ }.
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